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Capitulo 1

Ecuacion relativista de onda:
Historia y el armazon
general matematico

”Es mejor debatir una cuestién sin concluirla,

que llegar a una conclusién sin debatirla”

J. Joubert

En 1925 Dirac empez6 a crear una teoria que fuese tan coherente como la
mecanica de Newton; y es hasta después de tres anos cuando logra por primera
vez la dificil tarea de conciliar la teoria cuantica con la relatividad restringida.
En este capitulo, mostraremos las bases de las que partié Dirac, asi como dos
formas de obtener la ecuacién relativista de onda del electrén.

1.1 Teoria relativista de una particula y
notacién relativista

Ha sido aceptado que cualquier teoria de la naturaleza fundamental de la
materia debe ser consistente tanto con la relatividad como con la teoria cudntica.
Brevemente mencionaremos en esta secciéon la notacién relativista y los aspectos
m&s importantes que tengan relacién con el presente trabajo.

Cualquier evento estd etiquetado por cuatro coordenadas: el tiempo y las
coordenadas cartesianas del punto z, y, z, es decir, estd en un espacio cua-
tridimensional. Toda rotacién en el espacio cuatridimensional se puede descom-
poner en seis rotaciones en los planos zy, xz, zy, tz, ty, tz. Consideremos una
rotacién pseudoeclideana en el plano tx (obsérvese que una rotacién de este tipo
no cambia las coordenadas y y z). Si ¢ es el dngulo de rotacién, entonces las
coordenadas nuevas y antiguas se relacionaran por la formula



2 = xcosh ¢ + ctsenhg | ot = xsenho + ct cosh ¢ (1.1)

donde ¢ es el dngulo de giro. Estas férmulas difieren de las férmulas ordinarias
en la substitucién de las funciones trigonométricas por funciones hiperbdlicas.
En esto se manifiesta la diferencia entre la geometria euclidea y la de Minkowski
o pseudoeuclidea.

Cuando se pasa entre sistemas de referencia inerciales, de K a otro sistema
K que se mueve respecto de K con una velocidad V en direccién del eje X, es
claro de los postulados de la teoria de la relatividad que en esta situacién sélo
cambian la coordenada x y el tiempo ¢, por lo tanto la férmula de transformacion
debe ser de la forma (1.1). Si consideremos en el sistema K', el movimiento del
origen de coordenandas del sistema K, se tendrd que x = 0, con lo que las
férmulas (1.1) toman la forma

T =ct senhg ct =ct cosh ¢

dividiendo y denotando a z / t' con la velocidad V de K respecto de K’ tenemos

Z = tanh ¢ 6 senh¢p = K cosh ¢
c c

. . 2 2
y haciendo uso de la relacién cosh” @ — senh“a = 1 se encuentra que

1
cosh?¢ = T
resultando
1 v
coshp=7y=———= , senh¢p=py=—— (1.2)
1-% 1-%

(& c

donde 8 = V/c¢, por lo que sustituyendo en (1.1) y recordando que las coorde-
nadas y y z no cambian, se obtiene finalmente

’ Vt ’ ’ / t+1x
x T 2=z , t =—% (1.3)

:7‘/2 ) y =y , V2
V1i-% 1- %

estas formulas se llaman féormulas de transformacién de Lorentz.

Como se vio, para definir un suceso necesitamos de las tres cordenadas es-
paciales (z,y,z) que forman un espacio tridimensional y del tiempo, o mds
correctamente, de la distancia con que se propaga una senal con velocidad ¢
en un tiempo determinado; al conjunto de las cuatro coordenadas de un suceso
(ct,x,y, z) se puede considerar como las componentes de un vector posicién en
cuatro dimensiones en el espacio cuatridimensional, a este vector también se le
llama cuadrivector posicién. Designaremos sus componentes por x*, donde el
superindice toma los valores 0,1,2,3, siendo



0

x =ct L

— 2 _ _
, T =x , x°=y , =2

a un vector como x* se le llama vector contravariante, mientras que a un vector

como z,, se le llama vector covariante, la relacién entre ellos estd defninida como
0 _ i_

=z , T =-x (1.4)

donde ¢ toma los valores de 1,2,3. Tomando esto en consideracién, las transfor-
maciones de Lorentz para cualquier cuadrivector en forma contravariante son

Ad+ YAl Al + Y 40 f
S U i , A =47 | AY =A% (15a)

b
V2 V2
J1-% 1- %

y en notacién covariante

AO/

Ag— YA A - YA
Ay="me s A= A=A, , Ay=A;  (L5D)
1-% 1- %

El tensor fundamental g"” entonces estd definido por

gOO — 1 gll — 922 — 933 — _1 uv — 0 para /1/ # v

y lo podemos escribir como una matriz diagonal

9

9

1 0 0 0
w |0 -1 0 0
9 1o 0o -1 o
00 0 -1

en el espacio de Minkowski g"” = g,,,,. Si hacemos uso de este tensor, la relacién
entre vectores covariantes y contravariantes (ec. 1.4) se puede poner
at =g, (1.6)
Dos vectores a, y b, tienen un producto escalar invariante bajo las trans-
formaciones de Lorentz igual a
aobo — a1b1 — a2b2 — a3b3 = a”b# = a#b“

donde se ha hecho uso de la notacién de Einstein!.
Consideremos ahora dos eventos en el espacio-tiempo (ct, x,y, z) y ( ¢t + cdt, z+
dz,y+ dy,z + dz). La distancia (o correctamente el intervalo) entre dos puntos

1Si en una expresién un indice se repite dos veces indica la suma sobre ese indice.



en el espacio -tiempo es ds, y como ds debe ser el mismo para todos los obser-
vadores (inerciales), debe de ser invariante bajo las transformaciones de Lorentz
y rotaciones ordinarias, es decir

ds?® = datdzx,, = Adt? — dx? — dy® — dz?

Con esta definicon, los eventos que estan separados por un intervalo tempo-
ral tienen ds? > 0, aquellos que tienen un intervalo espacial tendran ds? < 0, si
ds? = 0 se dice que tienen un intervalo nulo.

Un operador diferencial en notacién covariante sera

b 100 0 0 10
B oxzr Yedt’ 0x’ 0y’ 0z e ot’

y en notacién contravariante es

V)

10

M = gy, = (==

g (c ot’

con lo que se obtiene el operador diferencial de segundo orden invariante de
Lorentz

-V)

19
c? ot?
llamado operador de d’Alembert o simplemente d’Alembertiano.

019, = ~Vi=0

El cuadrivector de energia-momentum de una particula es

F E
P'=(=p) , pu=I(—-DP) (1.7)
c c
por lo que
2 2 2 2
P =DP"DPu =2 p-p=m<c
es decir

esta cantidad es invariante bajo las transformaciones de Lorentz.

1.2 Grupos de Lorentz y Poincaré

En el lenguaje matemédtico, un grupo (G, *) es un conjunto G, junto a una
operacién binaria? x sobre G tal que los siguientes axiomas son satisfechos

2Una operacién binaria * en un conjunto G es una regla que asigna a cada par ordenado



e La operacién binaria * es asociativa

e Hay un elemento e en G tal que
EXxT =T xeE=1
para todo z € G (El elemento e es un elemento identidad para x en G).

’ .
e Para cada a en G, hay un elemento a en G con la propiedad que
’ ’
a*xa=axa =e¢
’ . .7
(El elemento a es la inversa de a con respecto a la operacion ).

Es importante mencionar que algunos autores tienen otro axioma para un
grupo, el que G sea cerrado bajo la operacién x es decir (axb) € GV a,b € G,
sin embargo, esto es una consecuencia de la definicién de operacién binaria. Si
la operaciéon binaria x es conmutativa el grupo recibe el nombre de grupo de
Abel o Abeliano.

Ya conocida nuestra notacién presentaremos ahora las formulaciones de
los grupos de Lorentz y Poincaré. De acuerdo con el principio de relativi-
dad, las leyes fisicas son invariantes respecto a cambios de sistemas de refer-
encia, matemaéaticamente lo 1ltimo corresponde a una transformacion lineal de
coordenadas®

=t = A" 4+ ot = A x, +at AP = —AYH
con la condicién que la longitud cuadrada del intervalo

(& —9)* = (2, — yu) (2" = )

se conserve?.

(a,b) de elementos de G algin elemento que estd también en G, es decir, requerimos que G
sea cerrado bajo una operacién binaria de G.

3 Asumimos que la traslacién es elavorada después de la transformacién homogenea.

4Las transformaciones lineales continuas que conservan la longitud cuadrada del intervalo
forman el grupo inhomogéneo de Lorentz o grupo de Poincaré, pero aparte se pueden consid-
erar los grupos que contienen reflecciones en el espacio tiempo P, T, y PT = 1. Que es el
grupo completo de Poincaré.

Pxk = —zk P20 =20
Tzk = 2k Tz = —20
PTzxH = —gt

(k:11273) (/’1‘:071’273)
El intervalo es invariante si los coeficientes A¥, satisfacen la condicién
A NG =687 A = guph 5"

Para la matriz de transformacién A con elementos matriciales A*,, la tltima relacién toma la
forma AT gA = g. Asf, se sigue que el determinante de la matriz A en el caso general es



Una rotacién general espacial es de la forma

T T
y/ =R)| v 6 r = Rr
z/ z

donde R es la matriz de rotaciéon. Como en una rotacién la distancia al origen

! ’ ’ , ’
se conserva nos da x 2 + Y 2422 =224 y2 +2267Tr = TTT, por lo que:

r"RTRr=+Tr 6 RTR=1 (1.9)

con lo que R es una matriz ortogonal de 3 x 3. Estas matrices forman un grupo
denotado por O(3); para matrices de dimensién n es O(n), las matrices unitarias

detA = 1

También, de la misma relacién se sigue que los coeficientes A tienen la siguiente propiedad

() = 3 (00
6 (A00)2 > 1, lo que significa que hay dos posibilidades

A >1 5 A<
Entonces la transformacién general puede ser dividida en cuatro clases diferentes con respecto
al signo de detA y A%0. Estas clases de transformaciones corresponden a las siguientes com-
ponentes conectadas del grupo general de Poincaré:

. Dl: (detA =1, A0O > 1): La direccién del tiempo no cambia, y no ocurren reflec-
ciones espaciales. La transformacién general describe rotaciones y traslaciones en el
espacio pseudoeuclideo, formando el grupo propio u ortochroneo de Poincaré.

. D_l‘_: (detA =1, A% < 71): La transformacién general incluye reflexién del tiempo.
Sin embargo, dado que la transformacién es unimodular, debe contener también re-
fleccién de las coordenadas espaciales. Puesto de otro modo, cada transformacién de
esta clase puede ser representada como el producto de dos operaciones: una transfor-
macién que pertenezca a la clase ’Dl y una reflexién de todas las coordenadas PT. En

particular la operacién PT estd contenida en ’D_l'_. Las operaciones P y T en forma
separada no estdn contenidas en 'Di debido a la condicién detA = 1. Juntas, las

transformaciones de las clases DIL N Dfr forma el grupo propio de Poincaré D.

. ’Di: (detA =—1, A% > 1): Transformaciones de este tipo pueden ser escritas como
un producto de una transformacién de la clase D_T,_ y una reflexién de las coordenadas

espaciales. Junto con las transformaciones de la clase Dl forman el grupo ortochroneo
de Poincaré.

o D!: (detA =—-1, A0 < —1): La direccién del tiempo es cambiada. Cada transfor-
macioén de esta clase puede ser representada como el producto de una transformacién
de la clase D_T,_ y una reflexién del tiempo.

El grupo general de Poincaré puede ser expresado en forma de una suma

—_pl T T T
D=D, +PID, +PD, +TD,

Donde los terminos respectivos corresponden a cada uno de los componentes ya mencionados.



forman también un grupo, denotado por U(n); es importante mencionar que las
matrices hermitianas no forman un grupo a menos que conmuten.

Como un ejemplo de una rotacién , consideremos una rotacién de un vector
V sobre el eje z. Esta rotacién, considerada como una rotacién activa (i.e. una
rotacién de un vector, permaneciendo el eje de coordenada fijo), es de mano
izquierda; mientras que se considera como una rotacién pasiva (i.e. rotando
los ejes, permaneciendo el vector fijo) cuando es de mano derecha. Nosotros
tendremos

74 cosf senf 0 Ve
Vy | = —senf cosf 0 Vy (1.10)
V! 0 0 1 V.

z

por lo que podemos denotar esta matriz de rotacién como

cos senf 0
R.(0)=| —senf cosf 0O (1.11a)
0 0 1

matrices similares para rotaciones sobre los ejes x y y son

1 0 0
R.(¢)=1 0 cos¢ seng (1.11b)
0 —sen¢ cos¢

cosp 0 —senyp
Ry(¢) = 0 1 0 (1.11¢)
senp 0 cosyp

Notese que estas matrices no conmutan, el grupo de rotacién 0(3) es no
abeliano. Este es un grupo de Lie, es decir, un grupo continuo con un nimero
infinito de elementos, dado que los pardmetros de rotacién (dngulos) toman un
continuo de valores. Se ve que una rotacién general tiene tres pardmetros; R
tiene nueve elementos, la ecuacién (1.9) da seis condiciones sobre ella, y estos
tres parametros pueden, por ejemplo, escogerse como los tres dangulos de Euler.

Correspondientes a los tres parametros estan tres generadores definidos por

00 0
1
E:dem(¢>)|¢:O: 00 —i (1.12a)
¢ d 0 i 0
0 0 i
P TICO R (R (1.12b)
Codde ¥ i 00
0 — 0
J. = l,dRZ(e) o= @ 0 0 (1.12¢)
i db = 0 0 0



Estos generadores son hermitianos, y estan dados para rotaciones infinitesi-
males, por ejemplo
R.(60) =14 1iJ,00 , R.(0¢) =1+1iJ,00 (1.13)

El conmutador de estas dos rotaciones puede ser calculado facilmente con la
ayuda de las relaciones de conmutacién

[Tz, Jy] = Jody — JyJy =1, y permutaciones ciclicas (1.14)

Para una rotacién finita, la matriz correspondiente a una rotacién sobre el
eje Z a través de un dngulo = N§f (N — o0) es

0 ‘
R.(0) = [R.(60)]" = (1 +iJ.60)N = (1 +¢JZN)N = (1.15)
por lo cual, una rotacién finita sobre un eje n de un angulo 6 es denotado como

Ry (0) = 10 = ¢iIme (1.16)
donde 8 = nf.
De la seccién anterior, haciendo uso de las ecuaciones (1.2) y (1.5a) encon-
tramos que

2% = 2% cosh ¢ + x'senh¢ z' = x%senh¢ + ' cosh ¢

22 — 22 23 — 23 (1.17)

que se puede poner como

¥ cosh¢ senh¢ 0 O 20
! senh¢ cosh¢ 0 0 x?t
P 0 ’ 0 ’ 10 22 (1.18)
3 0 0 0 1 23

por lo que podemos denotar la matriz de rotacién pseudoeuclideana como

cosh¢ senhgp 0 0

hé  cosh
Bu(6) = Se%‘b Coso‘b ; 8 (1.19a)

0 0 0 1

para rotaciones en los planos ty y tz las matrices de rotacién son

coshep 0 senhp 0
0 1 0 0

By(¢) = senhp 0 coshyp 0 (1.19)
0 0 0 1



coshf® 0 0 senhd
0 1 0 0
0 0 1 0

senh® 0 O coshé@

B.(0) = (1.19¢)

a estas rotaciones se les llama transformaciones de Lorentz puras o "boost”,
y conectan dos sistemas inerciales moviendose con velocidad relativa V. Los
generadores de los boosts son

0100
=15 0= 0 0 0 o (1200

0000

0010
Ky=1dij)|@o:—i ((lj § § § (1.200)

000 1
z:%d%e(e)bzoz—i 8 8 8 8 (1.20¢)

100 0

En esta notacion 4 x 4, los generadores de rotacién J pueden ser escritos
como

00 0 O
00 0 O

Jy = —1 00 0 1 (1.21a)
0 0 -1 0
00 0 O
0 00 -1

==l 000 o (1.21b)
01 0 0
0 0 0 O
0O 0 1 0

J,=—i 0 -1 0 0 (1.21c¢)
0 0 0 O

A estas rotaciones se les conoce como generadores del grupo de Lorentz
propio (ortochroneo), y se compone de las rotaciones en los planos xy,zz, zy y
de los boosts, que son las rotaciones en los planos pseudoeuclideanos tx, ty, tz.

Sus relaciones de conmutacién son



[Ki,Kj] = —ieiijk [Ji,Ki] = O

. . 1.22
[Ji,Kj] = Zeiijk [J“ JJ] = ZEiijk ( )

obsérvese que la dltima relacién es una generalizacién de (1.14). Finalmente,
formando J; =7 K; se puede observar que el grupo de Lorentz propio es isomorfo
a SU(2)xSU(2).

El grupo de Poincaré incluye también traslaciones del punto central del sis-
tema de referencia en el espacio-tiempo. Esas transformaciones guardan inter-
valos entre eventos. El grupo de Lorentz se define por seis parametros, el grupo
de Poincaré por diez (véase pie de pdgina N.4). Se consideran también los gru-
pos extendidos que incluyen reflexiones de los ejes de espacio (x — —x) y del
tiempo (zg = ct — —xp).

En las teorfas cudnticas las particulas se describen por la funcién de onda
(o bien, por la funcién de campo) que depende de cuatro coordenadas z*. La
funcién del campo puede ser, en su turno, la funcién con unas componentes. Por
ejemplo, para la descripcién de un electrén se usa una funcién con cuatro com-
ponentes (bispinor), para un fotén también una funcién con cuatro componentes
(el 4-vector potencial) o bien, se puede usar una funcién con seis componentes
que corresponden a los componentes del campo eléctrico y magnético (los ob-
servables en electrodindmica cldsica). Entonces la diferencia ente electrén y
fotén es que sus funciones de campo se transforman de acuerdo a diferentes
representaciones del grupo de Poincaré. Mateméaticamente, a un cambio de sis-
tema de referencia se puede poner en correspondencia una transformacion lineal
y uniforme de las funciones de campo (espinorial, escalar, vectorial u otro)

w(x) =o' (2') = Lu(x)

La matriz L se define completamente por la matriz A y al producto de dos
elementos del grupo de Poincaré ponen en correspondencia el producto de dos
transformaciones de las funciones de campo

Lapy = Lp, Ly,

Al elemento unidad I del grupo de Poincaré corresponde la transformacion
idéntica de las funciones, al elemento inverso corresponde la transformacion
inversa en el espacio de las funciones del campo. Esta es una representacién del
grupo de Poincaré; las u (z) forman las funciones de base de la transformacion.
Se pueden definir las representaciones (1,0) & (0, 3), (0,0), (3, 1), (1,0)® (0,1)
etc. Los numeros indicados tienen sentido de los valores propios del operador
de momento angular para ambas partes de la funcién del campo.

1.3 Ecuacion de Dirac

La teoria cudntica formulada por Schrodinger y Heisenberg es esencialmente

10



una teoria no relativista. Para poder aplicar la teoria a particulas que posean

gran velocidad, es necesario hacer la teoria covariante bajo las transformaciones

de Lorentz, pues de este modo, cumple el principio de la relatividad restringida.
Del principio de correspondencia

0 .
E— zha p — —ihV (1.23)

y al sustituir en (1.8) obtendremos la ecuacién de onda para una particula sin
spin (una particula escalar que denotaremos por ¢)

2 07 2522 2.4
<—h—(—cﬁV)>¢=mc¢

ot?
que acomodando términos se puede poner como
1 62 m2c? m?2c?
— ===V = =0 1.24
(026t2 )¢+ ¢ < - h2>¢ (24

que es conocida como la ecuacién de Klein-Gordon®.

Si sustituimos (1.23) en la forma no relativista de (1.8) (E = p?/2m, donde
E es sélo la energfa cinética) obtenemos la ecuacién para una particula libre de
Schrodinger

o h
ot 2mv ¢

es decir, la ecuacién de Schrodinger es la aproximacién no relativista de la
ecuacion de Klein-Gordon. Para la ecuacion de Schrodinger la densidad de
probabilidad es

ih

p=0¢

y la corriente de probabilidad es

ih * *
J= —%@ Vo —¢pVo*)
lo cual obedece la ecuacion de continuidad
ap . P th _q oo™ o\
o TV 1= <8t om " ?) T\ o Tam Y @) =0

Para la ecuacién de Klein-Gordon, p no debe transformarse como un escalar,
sino como la componente temporal de un 4-vector en el que la parte espacial
este dado por J, es decir

ih [, 0 a¢*>
p= _

zm<¢at o

SEsta ecuacién también fue encontrada por E. Schrédinger [27].

11



asi

Jh = (p.d) = %(aﬁ*@"é )

lo cual cumple la ecuacién de continuidad

ih
0" = = (¢"0¢ — ¢0¢") = 0

Sin embargo, p no estd definido (a diferencia de p de la ecuacién de Schrodinger)
como una cantidad positiva. Dado que la ecuacién de Klein-Gordon es de se-
gundo orden, ¢ y 0¢/0t pueden ser fijados arbitrariamente a un tiempo dado,
por lo que p puede tomar valores negativos, y su interpretacién como una den-
sidad de probabilidad tiene que ser abandonada; existe ademaés otro problema,
el que la solucién a (1.8) vista como una ecuacién para E es

E = +v/m2ct + p?c? (1.8a)
es decir, las soluciones contienen términos con energia negativa ademas de pos-
itiva, para una particula libre con energia constante, si esta dificultad trata
de ser evitada, escogiendo la particula que tenga energia positiva y los estados
de energia negativa puedan ser ignorados, sin embargo, una particula interac-
tuando puede cambiar energia con su ambiente, y luego, nada podria parar una
cascada infinita a estados de energia negativa, emitiendo una cantidad infinita
de energia en el proceso, lo cual no sucede; con lo cual, la interpretacion de la
ecuacion de Klein-Gordon como una ecuacién para una particula simple tiene
que ser abandonada. Dirac propuso que la ecuacién correcta tiene que satisfacer,
al igual que la ecuacién de Klein-Gordon, la relacién dispersional relativista de
Einstein (1.8), y ademds debe de ser de primer orden en las derivadas en tiempo
y en coordenadas espaciales, es decir la ecuacién debe ser de la forma

ih%@(m“) = HU(2") = [ca - p+ Bmc?] ¥(aH) (1.25a)

O~

(E—ca-p—pBmc®)V(z") =0 (1.25b)

Para saber la forma de o y 3 que aparecen en el hamiltoniano® podemos
requerir que cualquier solucién de la ecuacién (1.25) también es una solucién
de la ecuacién de Klein-Gordon (1.24), para esto apliquemos por la izquierda
(E +ca-p+ Bch) a la segunda ecuacién (1.25) con lo que se obtiene

SEl hamiltoniano clésico relativista para una particula libre es la parte positiva de (1.8a).
Sin embargo, si se sustituye en la ecuacién (1.25) y se remplaza p por —ihV, la ecuacién de
onda es asimétrica con respecto a las derivadas de espacio y tiempo, y asi, deja de ser local.
Dirac modific6 el hamiltoniano de tal modo que lo hizo lineal en las derivadas de espacio.
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7h280722 +Czﬁ2ai2% + 2h2 {ai,ozj} (%;xj) U (zt) +

i#£]
+ [ihmc3 {ai,ﬂ} 6% — ﬂzmzcﬂ U(zt) =0
pero como
0% (x#
_p2 at(; ) = m2AT (o) — R2:2V2 (z")

entonces (considerando 3 = )

{a#, 0"} =20,

por lo tanto las « tienen que ser matrices. Si p # v entonces a*a” = —a’at,
con lo que

det |ata”| = det |—-a”a”| = (—1)% det |’ | = (1) det |a"a”|

por lo tanto d = 2n, es decir, es par. Si d = 2 las matrices « serian las matrices
de Pauli, pero las tres matrices de Pauli no forman un sistema completo y no
existe una cuarta matriz que anticonmute con todas las matrices de Pauli, por
lo que no pueden ser éstas, y d > 4, consideremos d = 4, entonces

0 ;0
h— Y = | —¢ t__ 2 M
zﬁatll' (") { ihea p + Bmec } U ()
se puede poner como
ih’yOQ\I/ (xt) = —ihc*yii + B2mc? | U (zH)
ot ox?

donde se ha usado” Ba’ = ' v 3 = +° , y pasando todo al lado izquierdo se
obtiene

0 .0
-+ A0 . % _ 2 Y —
(zh’y 5 + ihey p 1mc ) U (z") =0

si hacemos® & = ¢ = 1, esto se puede acomodar como

"Las matrices v son las matrices de Dirac y su forma en la representacién standard 6

canénica es )
0 _ 1 0 i 0 o’
7—(0 71) v—(_gi . (1.25)

donde 1 es la matriz unidad de orden 2 X 2 y las o son las matrices de Pauli.
8Generalmente, en teorfa cudntica de campos se utiliza el sistema de unidades en el cual
h = c¢ =1 (por conveniencia). Este sistema de unidades lo utilizaremos frecuentemente.
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(iv"0, — 1m) ¥ (z*) =0 (1.26)

que es la ecuacién de Dirac para particulas con spin 1/2.
Podemos encontrar la ecuacién de Dirac de un modo diferente, para esto
hagamos el producto o - p

donde las o son las matrices de Pauli

1 (01 2 . ({0 -1 s (1 0
U—<10>,0—2<1 0),0— 0 —1 (1.27)

entonces se obtiene

o-p= ( Pz Pz "y ) (1.28)

P+ ipy —Pz
por lo cual
2 2 2
2 Pz + 1y +p2 0 2
- = = 1.2
(o-p) ( 0 pi+p§+p§ p (1.29)

por lo que si trabajamos para particulas con spin 1/2; las cuales tienen dos
grados de libertad adicionales ?, podemos sustituir p? por (o -p)? y obtenemos
de la relacién (1.8)

ih O . ih O . . 9
<08t +zha‘~V> <catzha~v> ¢ = (mec)*¢ (1.30)
si definimos
1 (fih0o .
¢R—(Z—mo -V)¢ . eL=9¢
me \ ¢ Ot
entonces la ecuacién (1.31) nos lleva a
th 0 |
(Cat it v> b1 = mepr (1.31)
th 0 |
(cat +iho - V) ¢r = mcor (1.32)

si sumamos y restamos las ecuaciones (1.33) y (1.32) obtenemos

th 0 . th 0 .
<Cat—i—zha’-V—mc)d)R—l—(Cat—zha-V—mc)¢L—0

9Véase por ejemplo los experimentos de Stern-Gerlach, Zeeman, etc.
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@g—l—iha-V—i—mc Or — @é—iha-V—i—mc ¢r =0
c Ot c Ot

y si hacemos 1 = (¢ + ¢r)/V2 y x = (¢r — ¢1)/V2

ho ihe-V O\ (¢ _ Y
(ihe BI)()m(3)  om

o bien, haciendo h=c=1y
(v _ L1 [ or+toL
W“"””‘(x)‘ﬁ(@—@) (1.34)

[iv"0, — m] T (z*) =0
que nuevamente es la ecuacién de Dirac en la representacién candnica (véase la sec.2.2.1).
Sin embargo, las relaciones de dispersién son

obtendremos

E=4+/p2+m?

por lo que la ecuacion de Dirac, al igual que la de Klein-Gordon, tampoco puede
ser considerada como ecuacién para una particula. Ante este problema Dirac
propuso la existencia de antiparticulas, teoria de huecos y el "mar de Dirac”.
El dltimo, de hecho, expone una estructura complicada del vacio, este es el mar
infinito de electrones, protones y otras particulas con energia negativa y con el
espin 1/2. Si un electrén de este mar soporta una transicién al drea de energias
positivas (fig.1) por la absorcién de energia, una vacante resultante en este
mar puede considerarse como una particula, el positron, que es la antiparticula
del electrén. El proceso inverso (aniquilacién) puede ocurrir tinicamente cuando
tenemos una vacante (un "hueco”) en el drea de energias negativas. La transicién
sin hueco es prohibida por el principio de Pauli.

Un tercer modo de encontrar esta ecuacién estard dado en base a los postu-
lados de Wigner, lo que se tratard en el siguiente capitulo.

Tiiiivisy

1+ Estados con energia positiva

mopc

—mopcC

| Estados con energia negativa
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Fig.1 En la teoria de huecos los estados de energia negativa son ocupados con electrones. De
acuerdo al principio de Pauli, cada estado (nlm;) puede contener dos electrones, etiquetados

segln su espin sea arriba o abajo.
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Capitulo 2

Ecuacion relativista de onda:
Las representaciones del

tipo (7,0) ®© (0, )

”Las leyes fisicas debieran poseer belleza matemaética”

P.A.M. Dirac

2.1 Postulados de Wigner: Una ecuacién de
onda para spin j

Un modo con el que se puede formular una ecuacion relativista de onda es
usando los postulados de Wigner. Para la construccién de una teoria relativista
en cualquier representacion vamos a suponer que:

e Las relaciones dispersionales relativistas (con h = ¢ = 1) E? — p? = m?,

son validas para estados de particulas libres.

e Para un spin arbitrario j los espinores derechos (74, 0) e izquierdos (0, j) se
transforman de acuerdo con las reglas de Wigner

on0") = A (v 5 ) o) =ep (13- ) 0r(B)  (21a)
) = Ar (" —5) 0r(6) = e (-3 @) orB) W)

AR, son las matrices de boost de Lorentz; J son las matrices de spin; ¢

17



son pardmetros de boost dado. En el caso de bradyones! los tltimos se
definen (en el sistema de unidades /i = ¢ = 1) como

senh(p) = vy == (2.2)

o ¢p.(p") por transformacién unitaria pueden hacer los espinores propios
del operador de helicidad

(J-n)¢r.L(p") = hor.L(p") h=—j,—j+1,..,] (2.3)

e En reposo, exactamente si escogemos el sistema de referencia de tal forma

que ZO) = (E = m,p = 0)? los espinores derechos e izquierdos se conectan
por la relacion de Ryder-Burgard

I oM

Sr(P ) = Puvdr (D ) (2.4)

donde

+1 para los u espinores

Pu,v = . (25)
—1 para los v espinores

Si aplicamos las ecuaciones (2.1) y (2.4) se obtiene

or(p") = Ar (P“ <—23H) ¢R(§H) = pu,ulAR (P“ <—107M) oL(P ) =
= Puvr (p“ <—1%#) ALt (p“ <—Z(3u) or(p")

o) = Ay (p D ) 600 ) = puohs (9 —D ) én(P) =

= puohs (8" ) A7 (o —F") on) 2

es importante mencionar que para las representaciones del grupo de Lorentz
finito-dimensionales

ILos bradyones son particulas que se mueven con velocidad menor que la de la luz

¢~300,000 km/s. Los taquiones se mueven con velocidad mayor que c. La idea de exis-
tencia de taquiones fue desarrollada por el Prof. E. Recami hace mucho teimpo, pero sélo en
los dltimos anos fueron producidos los experimentos que indican la existencia de los paquetes
de onda taquidnicos, esperamos que los resultados sean confirmados con la colaboraciones de
Nimtz y de Chiao.

2No existen particulas sin masa en reposo.
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_1 ok f ok
AL R (p” A ) =Arp (P“ «—D ) (2.7)
entonces, si consideramos el ”bispinor” del tipo Dirac
Pr(p") )
U(pt) = 2.8
") ( or(p") (28)

las ecuaciones (2.6) se pueden abreviar como

oM oM
: uin (5 ) 03! (o )
\I/(pﬂ) = ok _1 oM \I/(p#
PuphL (p“ —p )AR (p“ —D ) 0
(2.9)
6
| sl — )z —F
- Pu AR\ D" L (p — )
oM _1 oM \Il(pu) =0
Puohs (p P ) A7 (" —P) -1
(2.10)
lo cual se puede poner como?
hul“'uszl e paj — @u,ym2j] \I/(p“) =0 (2'12)
El operador de Wigner de reversién de tiempo para el spin j es
(1), = ()78 213)

donde o y ¢’ son los eigenvalores de J y por definicién ©;) es real, ademds tiene
la propiedad

@[.j].]@g]l =-J"
por lo que si ¢p(p*) se transforma como un spinor (0,5) bajo los boosts de
Lorentz, entonces O;¢; se transforma como un spinor (j,0). Similarmente,
si ¢r(p*") se transforma como un spinor (j,0) bajo los boosts de Lorenz, en-
tonces ;)¢5 (p*) se transforma como un spinor (0, ), por lo cual, aparte de
los ”bispinores ” del tipo Dirac

3En el espacio de las coordenadas esta ecuacién es

YHLH 9y By — m2j} U(z) =0 para fermiones (2.11)
YHLHI B By — pu,vaj] U(z) =0 para bosones .

s.
Sl

con Py, =
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g ) (2.140)
)

wy _ ( or("
v(ph) = ( —qu(p“) ) (2.14b)

podemos considerar los ”bispinores” autoconjugados y contra-autoconjugados
de carga,

u _ ( (Gey) ¢1 ()
Ap )—( A (;L] o) ) (2.15a)

(
or(p") >
p(p*) = ( %L 2.15b

) (Cﬂe[j]) PR (") ( )
respectivamente, donde () y ¢, son factores de fase. En el capitulo 3 se hara
un estudio general sobre sus propiedades.

2.2 Spin j = 1/2: Ecuacién de Dirac

Consideremos primero el caso de spin j = 1/2, en este caso J = o /2, donde
las o son las matrices de Pauli, haciendo un desarrollo en serie de Taylor de
e(F0-P /2) obtenemos

(@ 0 /2" (o ¢ /2

exp(o-@ /2)=1+0-¢ /2+ 5 3l

y por la ecuacién (1.29) (o - ¢ )2 = 2, por lo tanto se puede poner como

2 4 2 4
exp(£o ¢ /2) = 1(1+%+%+-~)1(a P /2)(1+7(‘pé!2) J“”é!?)

+)

y acomodando el segundo término obtenemos

(0/2° , (¢/2°

(/27 (/2" | o /2
3! 5!

2! 41 ©/2

el primer término es el desarrollo del coseno hiperbdlico, mientras que el segundo
es el desarrollo del seno hiperbdlico, por lo que el exponente es

exp(to-p /2) = 1(1+

(p/2+

+)

exp(to - /2) = cosh(p/2) £ (o - $)senh(p/2) (2.16)

pero
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cosh? — coshp +1 ﬁ+1_\/E+m E+m E+m
2~V 2 Vo2 "V om VETm 2m(E +m)

(2.17)

p

%) [coshp — 1 /%—1 \/E—m E+4+m
senh— = = = =
2 2 2 2m E+m 2m(E +m)

(2.18)

puesto que E2 — m? = p?; con lo que la ecuacién (2.16) se transforma a

ok EFE4+m+(o-
R R R et

(2.19)

o
donde se ha usado ¢ = p/p. De la ecuacién (2.19) se deduce que Ag (p“ D )

oM
v Ap (p” «—p ) son

2m(E + m)
ok FE — .

2m(E 4+ m)

entonces, haciendo uso de (1.28) obtenemos

(E+m) Dz + ipy E+m—p,
_ 1 < pt+m i

fm@w%iﬁzzl(E+m+m i )
m

V2m(E+m) pr P t+m
ol E4+m—p. —p.+ip
o) = e (S0 ) -
L\ —p 2m(B+m) \ —(pz +ipy) E+m+p,

_ 1 ( p+m —pi

T Vem(E+m) —pr pT4m

donde hemos llamado

E+p.=p%  pe—ipy=m  put+ip,=pr

(2.20a)

(2.200)

(2.21a)

(2.21b)

usando la ecuacién (2.7) y el primer postulado de Wigner (E? — p? = m?) se

puede ver que las inversas de las ecuaciones (2.21) son
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o 1 - —
AR (p# <—pu) S — ( potm b > (2.22a)

om(E+m) \ —Pr P E+m
ol 1 -+
Azl (p# «—D ) = ( prm ,pl ) (2'22b)
2m(E + m) Dr p-tm

por lo que haciendo los productos (2.21a) (2.22b) y (2.21b) (2.22a) encontramos

E+m+(o-p)
2m(E + m)

2
_E+(o-p)
o m

oM 1 oM
AR, (p“ «—D )AL’R (p“ «—D )

es decir

oM _ ok E—|—0'p 1 p+ 12
A (o B) gt () = EEZR (BT ) (o
R\D" L \P m m\ p p ( a)

AL (p" <—f?”) AR (p” <—§5M) = ? = % ( f;r ;fl > (2.23b)

por lo que la ecuacién (2.10) se puede poner, haciendo uso de las ecuaciones (2.23)
y (1.7) como
pPo+0-p

(;70@??3 o )\Ifi(p“)—o

m

donde ¥ =u y U_ = v, esto también se puede poner como

—PuoMm pPot+o-p
’ ) *) =0 2.24
(po—a-p —Pu,pM ) =(P") ( )

en la representaciéon de Weyl

0 __ 0 1 i 0 —O'i

por lo que la ecuacién (2.24) queda

[Y'Pu — Pupm] Vi (p) =0 (2.26)

que es la forma de la ecuacién (2.12) para spin j = 1/2; nétese que usando
(1.23) la ecuacién (2.24) queda
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[iv"0, — m] ¥ (z*) =0 (2.27)

que es la ecuacién de Dirac.

2.2.1 Soluciones a la ecuacién de Dirac

Iz I
Conocemos ya los valores de Agp (p“ <—Z% ) y AL (p“ %]g )7 por lo cual,

el segundo postulado de Wigner (ecs. 2.1) lo podemos abreviar como

o) \ _ oo [ R )
( or(p") ) - W( é1 () )

o bien de la forma

ok oM
or(p") \ _ [ A (pu P ) 0 Pr(P )
or(p*) ) = ol oht (2.28)
L(p 0 Ap (p D) $1(P )
o oM
En el caso de spin j = 1/2, Ag (p“ «—D ) v Ap (p“ «—D ) estdn dados

por las ecuaciones (2.21) asi, la ecuacién (2.28) se puede poner como

pT+m Dy 0 0
1 Dr p~+m 0 0 ot
u(ph) = —— _ u(P
W) = o 0 0 p4m  —p ®)
0 0 -pr  pt4m
(2.29)
oM
donde u(P ) denota los bispinores en reposo *
1 0
— m 0 — m 1
0 1
(2.30)
1 0
— m 0 - m 1
UT(O)_ 5 ~1 Ul(o)_ E 0
0 -1

4Vamos a normalizar u a la masa, de tal manera que Ug (7P )ug(P) = m. La razén es que
K
en el limite m — 0 los bispinores tienen que ser igual a cero, gracias al hecho que no existen
particulas sin masa en reposo.
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por lo que haciendo los productos entre la ecuacién (2.29) y cada bispinor en
reposo obtendremos

pt4+m 2
1 Dy 1 p-+m
u(?) = —— 3 T u(P) = ——
1(7) 2VE+m | p +m (7 2VE +m —pi
—Pr p++m
(2.31)
pt+m D
1 D 1 p~+m
(7)== — _r o)== ———
1(7) 2vVE +m -p —m 1(7) 2vVE +m fl
DPr -p —m

Esta es la solucién a la ecuacion de Dirac en la representacion de Weyl o
quiral. La relacién que existe entre la representacién quiral y standard ° es

c __ w o 1 1 1 w
u® = Su —\/5(1 _1>u (2.32)

asi, la forma standard de los bispinores (2.31) es

1 0
E+m\Y? 0 E+m\Y? 1
wm=(55) | (@ = (22 F
o By
E+m E+m
(2.33)
Epz EPL
+m +m
E+m\'? Lo E+m\"Y? | —r
wo- (5 A | - (5 e
0 1

Es importante mencionar que este resultado se puede obtener directamente
de una relacién similar a (2.28), pues en la representacién standar el bispinor
de Dirac estd dado por la ecuacién (1.34)

Wy dr(@") \ _ 1 ([ or(")+or(p")
Pt = S( or(p") > V2 < or(P") — dL(p") ) (2:34)

asi, para un boost de Lorentz en un sistema en movimiento

5También llamada candnica.
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1 or(p") + or(p")

" 1
o) =5 ( Sr(p") — 61(p") ) -5

si hacemos productos se encuentra

¢R(p”) = (M11 + M12)¢R(§u) = (M21 + M22)¢R(109:) (2.36)

or(pt) = (M — M12)¢L<§H) = (M — M21)¢L(lo) )
(

y si se compara con las ecuaciones (2.1) concluimos

(2.37)

o bien

oM ok oM oM
L AR(p“<—p)+AL(P”<—p) AR<p”<—p)—AL(p“<—p)
= — ol okt oM oM
2\ A (p“ —Pp ) —ApL (p" —Pp ) AR (p“ P )+AL (p“ —D )
(2.38)
Como era de esperarse, esto también se podria haber obtenido de
M =SMW s (2.39)
de (2.1) se encuentra
AR (P“ <—§H) +AL (p“ <—ZO)M) —dP TP = 2cosh(J - ¢)
oM oM
Ag (p” —p ) — AL (p“ D ) =et® — c=7P = 2senh(J - )
con lo que
_ ( cosh(J-¢) senh(J-¢)
n ( senh(J - @) cosh(J - ¢) (2.40)

Para el caso concreto de spin j = 1/2, con ayuda de (2.21) se encuentra
oM oM
An (p P )+ A (D ) =
- 1 < pT+p +2m 0 > B

2m(E + m) 0 pr+pT +2m
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_ 2(E+m)
2m(E 4+ m)

—Ar (P“ ‘—Z%u) =

= 2cosh(p/2) (2.41a)

(“Hﬂ

_ <P+ 2p >:
\/2 E+m p- —p*
20 - p

= m =20 - P senh(p/2) (2.41d)

y con ayuda de las ecuaciones (2.41) se puede encontrar la forma de M

E +m 0 Dz Di
1 _
M= 0 E+m Pbr 2 (2.42)
2m(E + m) Pz o E+m 0
Dr —Pz 0 E+m
o simplemente
1 E+m o -p

Vem(E+m) \ o -p E+m (2.43)
< cosh(p/2) o - P senh(p/2) > ’
o - D senh(p/2) cosh(p/2)

si aplicamos la ecuacién (2.34) a los espinores en reposo en la base quirial (ec
2.30) obtendremos los espinores en reposo en la base standard

1 0
up(0) = vim | u (T) = vim |
0 0

(2.44)
0 0
v (0) = vim | ] 0 (0)=vm | ¢
0 1

los cuales, con (2.42) se transforman en (2.33). En el préximo capitulo utilizare-
mos estos bispinores para mostrar que tienen paridad intrinseca opuesta.
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2.2.2 Espinores propios del operador de helicidad

Los espinores propios del operador de helicidad se obtienen haciendo J = o /2
en la ecuacién (2.3), con lo que tendremos

1
§(a~n)§:h§ h=+1/2 (2.45)
donde
n, = senf cos ¢
n, = senfseng (2.46)
n, = cos
y

§= ( 2 ) ~ ¢r,L(p")

por lo que sustituyendo en la ecuacién (2.3) obtenemos

1 cosf  senfe ¥ &\ 13 B
2 < senfe’®  —cosd > < & =h & h=41/2

haciendo el producto se encuentra

¢ _ < cot(0/2)e” ¢,y >
h=+1/2 52

¢ B ( —tan(6/2)e~"%¢, >
h=—1/2 = 3

pero
&lén = N”
por lo tanto

oL 6/2 —i¢
Eh=+1/2 = Ne ©1/2 < Cozén/(ﬁ}(;) )

o (0 o e—id (2.47a)
el

lo cual también se puede poner como

e, cos(0/2)
Eh=+1/2 = Ne o ( sen(0/2)e’® ) (2.47b)
ey N [ son(0/2) |
h=-1/2 = IV€ —cos(9/2)€i¢
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se puede observar que los espinores de helicidad opuesta estan relacionados por

oM

)] = (e ey e @) (2.48)
donde

0 -1
@[1/2] = ( 1 0 ) (2.49)

con lo cual, se puede obtener una forma generalizada de la relacion de Ryder-
Burgard

[60@")] = (e ey, ot ) (2.50)

Esta forma se uilizara para derivar las ecuaciénes para particulas neutrales
en el capitulo 3.

2.3 Spin j = 1: Ecuaciones de Maxwell-Weinberg

Consideremos ahora el caso de spin j = 1, en este caso °

010 0 -1 0
JJ=L111 0 1 2= 1 0 -1
2 2
v 01 0 V2 0 1 0
(2.51)
1 0 0
JB=100 0
00 -1
si usamos los pardmetros de boost ¢ (ec.2.2) encontramos
Y -
Jeo=p) === 0 &% (2.52)
1T T O S
V2 Pz
y
2
N ki el
J ) -7 ”Zg PrDi B (2.53)
R H S

SHay diferentes representaciones de matrices de spin, otra forma muy usada es
(Ji) . = —i€ijn

donde ¢;;}, es el tensor de Levi-Civita, esta forma corresponde a los generadores (1.12).
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para encontrar el término cibico haremos el siguiente desarrollo

(@)’ =5 (3 p)° = £50'pIIpidhpk = £ | I'p'Iipldtph 1 J'piaiplaiph | =

i=k i#k

:% JiJiJipipipt 4 | J'393*F + J* 373" | pipipk
i<k
(2.54)
pero

B K £ L L E CE SN L2 (2.55)
por lo que sustituyendo (2.55) en (2.54) obtenemos

(J.¢)3: % Ji3pi3+ Jisrk 43064 | pipipk| = 2% Ji3pi3+Jipipk2+Jkpi2pk _

|
i<k i<k
3 - . 2 - - 2 . . 2 3 P
_ ‘L;T szzpk +szzpk +szzpk _ #(let) ka
——— —— —
i=k k>i k<i
es decir
s ¢° s _ ¢
J-e) —W(Jp)p —m(J-p) (2.56)

por lo que haciendo el desarrollo de Taylor de e(*7"% ) y simplificando con ayuda
de la ecuacién (2.56) obtenemos

J-p A @-p)? [, o ¢

+J- =142 = o4 r o4 R T T
exp (£ ¢) 7l [@+3!+5!+ L TR TH T
donde podemos identificar el primer desarrollo como senhgp y el segundo como
(coshg — 1); por lo que sustituyendo la ecuacién (2.2) en el caso de spin j = 1
se reduce a

L ok Jop, (I-p?
eXp(:I:J-go):AR,L(p <—p):1:t - +m(E+m) (2.57)

por lo que
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Jop, (I-p?

oM
A (p" )=1 2.58
r\P" P + m m(E 4+ m) (2.58)
ol J. 19) (J . p)2
Ay (p" )=1- 2.58b
L\p P m + m(E +m) ( )
y haciendo uso de la ecuacién (2.7) obtenemos
A (B gt (o —8") = [1e2B _op)
— — =
RLAP L.r \P m m(E +m)
2F (J - -p)?
_ 14 (J2p)+2(J 210)
m m
de lo que se concluye
ol _ ok 2E(J-p) 2(J-p)?
Ap(p —P )AL (P —P ) = 1+ =5 + = (2.59a)
oM ok 2E(J - p 2J.p2
Ap(p" «—D AR (p" «—P ) =1- EnQ ) + (m2 ) (2.590)
sustituyendo en la ecuacién (2.10) obtenemos
20°(Jp) | 2(J-p)?
—u,w 1+==5= + =5
o " " Ui(ph)=0
( e et )
que acomodando términos se obtiene
2 2 0 2
—Pu,0M m* + 2p (J : p) +2(J - p) wy _
( m2—2p0(J-p)+2(J-p)2 _pu,vmz Uy(p')=0
(2.60a)

lo cual, se puede poner como

[( B*Qp?)(,].p) B+2pg(J-p) )_ ( m,ng pu,?mQ )} W (p") = 0

(2.600)
donde 7

B = gup"p"1+2(J-p)(J - p)

"Hemos hecho pupt = m2.
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en donde g,,,, son los elementos del tensor de métrica; por definicién, las matrices
de Barut, Mazinich y Wilerams son

0i _io_ (0 =Ji (0 g
=0 = < Jl 0 Yoi = 7Vi0o = _Jz O (261&)

0 1
Y0 =7 = ( 10 ) (2.61b)

Yig = Vi =7 = (1 0>gij+({Ji 3,) { OJ}> (2.61c¢)

con lo cual la ecuacién (2.60a) se puede poner de la forma (2.12) como

[V Dupy — Pupm?] ¥ (p") =0 (2.62)

y que en el espacio de coordenadas es

[’Y'uyapay + pu,vm2] \I’(x#) =0

podemos comparar con (2.11) que p, ., en el caso de spin j = 1 se preserva en
el espacio de coordenadas, a diferencia de spin j = 1/2.

Esta ecuacién (2.62) tiene sentido fisico de las soluciones con energia positiva
y negativa, lo que implica que el bosén y el antibosén tienen las paridades
opuestas, lo cual se verd en el siguiente capitulo.
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2.3.1 Soluciones a la ecuacion de Maxwell-Weinberg

De las ecuaciones (2.58) encontramos

Pzpi pL2

Pz 2p2+prp1 P
u 1+ m + 2m(E+m) \/§lm + V2m(E+m) 2m(E+m)
9 Dr PzPr Prpl P PzPl
Ar(p! P )= V2m + \/2§m(E+m) 1+ m(E+m) V2m \/§m2(E+m)
Py Pr PzPr 1— k=4 2p.+prpi
2m(E+m) V2m V2m(E+m) m 2m(E+m)
(2.63)
Pz 2p2+p-p1 _m p2pi P}
ol 1 ) m + 2m1(7Ep+m) V2m + \f;n(E+m) . 27n(El+n;L))p
T zDPr rPl L 2Pl
AL(p” «—P ) = B V2m + \2/§m(E+m,) L+ m(E+m) _\/Qm - ﬁrg(E-&-m)
Dy P PzPr 4Pz 2p,+prpi
2m(E+m) V2m V2m(E+m) m 2m(E+m)
(2.64)
En la representacién de Weyl, los ”bispinores” en reposo para j = 1 son °
1 0 0
0 1 0
up(0) =—= u,(0)=— u (0)=—=
0 1 0
0 0 1
(2.65)
1 0 0
0 1 0
v (0)=— v,(0)=— v (0)=—
0 -1 0
0 0 -1

Con ayuda de las ecuaciones (2.63), (2.64) y (2.65) se puede obtener una
relacién similar a (2.28) y (2.29), por lo cual

9Al igual que para spin j = 1/2, normalizamos a masa, en este caso se tiene
- 2
u(Pu(P) =m
y en general, es decir, para spin j se tendra

AP )u(p) = m*
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u(P) =

u (7) =

v—(7)

-

-

Sl

21’2 +Prp1

m+ps+

2L+

PzPi

E+4+m
P ﬁ) V2 V2(E+m)
V2 V2(E+m) m + LB
pi » (b;-i-g%)
2(E+m) N 1 Ly — et
_ 2p°+p, u(P)=—= (E+m)
mp. + B VE |t
— L | Pebr _ Prpi
V2 T V2(E+m) m+ Fh
P, _Pr _ _ PzPr
2(E+m) V2 V2(E+m)
(2.66a)
o 2p2+prpi
o m;:pz T 2(5rm)
I ) VBt Tmim
m — p + 2pz +prpi P2
z 2(E+m) 1 Q(TJ-TW.)
P v (P) = —% )
2(E+m) V2 | —mgp, - Heteen
_L\fl _ __Pzpi Dr pfp(Fer)
m +2p _;’_\/gl(’?:;j;l)?z V2 \/SQ(E +m)
z 2(E+m) 2(E4Trm)
(2.660)
PLo4 DP=Pl p2
V2 \/ip(%rm) ) E+m)
DL P __Pzpi
pfn + (Ep“r;n) V2 \/§(E2+m)
_ #m 1 _ 2p.+prpi
g — % ’Ul(?) = —F= m=pst 22(E’+7n)
V2 V2(BE+m) V2 __n
—m — Prpi 2(E+m)
(E+m) P PP
Pr 4 _Pabr _ V2 T Va(E4m)
V2 V2(Etm) —-m—p, — 2p2+prp1
D= 2(E+m)
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10 11

que en forma candnica’ son
2p2+prp P=pI
m+ Sy V2(E+m)
PzDPr Drp1
Va(Em) M e
2 ___pepr
up(7P) = 2(E+m) u_(p) = V2(E+m) (2.68a)
Dz V2
Pr 0
V2 pr
0 V2
pi
2(Ep+;n) ];f
_ 2Pl 75
\/§(E2+m) \65
2p.+prpi
u(m)=| m+ 35 v () = 2p2+prp 2.68b
l(p) 2O(E+m) T(p) m+2(E7+m)l ( )
Pi fpzpr
e 2(f2+m)
—Dz 2(E—T—m)

10 Adviértase que en forma canédnica los ”bispinores” en reposo son

1 0 0

0 1 0

uT(W):m 8 u_(0)=m 8 ul(ﬁ)):m (1]
0 0 0

0 0 0

(2.67)

0 0 0

0 0 0

— 0 — 0 — 0
vp(0) =m 1 v (0)=m 0 v (0)=m 0
0 1 0

0 0 1

11Se pueden obtener estos bispinores con modo muy similar al expuesto en al seccién (2.2),

es decir usando la matriz
1 1 1
s=501 )

sélo que ahora las matrices identidad son de orden 3 x 3.
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P 0
V2 yus
0 V2
Pr —Pz
v (7) = o o(P)=| ot (2.68¢)
\/E(E-;W];) 2(Ep+;rlz)
rPl z
m +p(EZ')+m) V2(E+m)
=Pr 2p2+p,.
Va(B+m) ™+ S )
Se puede observar que
—=\ __ 0 1 -\ __ 5\¢c -
W)= 1 o )% (@) =0") u(P) (2.684)

como en el caso de Dirac para spin j = 1/2.

2.3.2 Espinores propios del operador de helicidad

Para conocer los espinores propios del operador de helicidad, tendremos de
la ecuacién (2.3)
(J-n)¢=h¢ h=41,0
entonces haciendo uso de la ecuacién (2.46) y sustituyendo en la ecuacién (2.3)
obtenemos

cos 6 % e 0 & &
—Sjg’ el 0 %e—w & | =hn| & h=+1,0
0 %ew —cos 6 €3 &3
haciendo productos y realizando un procedimiento similar al caso de spin j = 1/2

obtenemos para spin j = 1

(1+cos 0)
2

eyt .

Eph—tp1 = Ne'©n %sen@e“ﬁ
 osd)

(=cosh) gize

senf
, e
€heo = Ne'© | cosBei® (2.69a)

senf i2¢
3 €

(1—cos 0)

-1 .
€h—_1 = Ne©—1 - %senﬁew
(14cos 0) i2¢
e

lo cual haciendo ©2 = O} + ¢ se puede poner en su forma mds usual
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.02
Eh=y1 = Nt

€n—o = Ne'®5 cos 0 (2.69b)

gh:—l = Nei(~)2’_1 _

de aquf se puede obtener una relacién similar a la (2.48)

ok 1% . ok
(6 B)] = (-)ihe OOy e () (2.70)
donde
0 0 1
Oy=10 -1 0 (2.71)
1 0 O

con lo cual, la forma generalizada de la relacién de Ryder-Burgard es

oM

[0 @] = (1) hemi@mrO ey ) (272)

comparando con las ecuaciones (2.48) y (2.50) se puede generalizar para spin j
quedando

[gh(ﬁu)} : — (—l)j_he—i(®i+93h)@[j]f,h(jgu) (273&)

[¢fLL (f;”)} " = (_1)j—h6—z‘(®h+®,h)@m ¢Zh(§”) (2.73b)

estas ecuaciones las usaremos para encontrar una ecuacién de onda en el capitulo 3.

2.3.3 Limite sin masa

Consideremos ahora el caso de una particula de spin j = 1 sin masa (un
fotén); en este caso la ecuacién (2.60a) se reduce a

0 23 D)3 D)+ 20 D) | gy
( 2(J . p)(.] . p) — QPO(J . p) 0 ) ‘Il(p ) =0 (2.74)
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al hacer los productos correspondientes en la ecuacién (2.74) se obtiene

2(3-p) [(3- )+ 9] 6L (p") = 0 (2.750)

2(J-p) [(J P) — po} or(P") =0 (2.75b)
es importante notar que las ecuaciones (1.12) se pueden poner como
(Ji)jk— = gk

por lo que usando el principio de correspondencia (ecuacién 1.23) obtenemos
(h=1) o
(J . p);k _ _Z'Ez_]kpz — _El]kvz

y al aplicarlo (por ejemplo a X) se obtiene
(J-p)ju Xy = (V x X)’

por lo que (J - p) es el operador rotacional, sustituyendo en las ecuaciones (2.75)
se obtiene

V x [V x ¢r(p") + ig)t¢L(pu):| =0 (2.76a)
vXﬁx@www;mwﬂzo (2.765)

si consideramos lo que esta dentro del corchete como un vector Y, tendremos
por un teorema vectorial

VxY=0 = Y =V +cte

por lo que de las ecuaciones (2.76) se obtiene

d

V x ¢r(p") + i§¢L(p”) = Vxr + ctex (2.77a)
e,

V X or(p") —im 0r(P") = Vxr + cter (2.77b)

si hacemos 12

or(p") = E+iB or(p") =E—iB XR =Y +iC XL =% —1iC

y sustituimos en las ecuaciones (2.77) obtenemos

12Con esta seleccién de ¢ y ¢r, podemos esperar que X = X% Dbuesto que (2.76b) es el
complejo conjugado de (2.76a).
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V x (E—iB) + i%(E—iB) = V(¢ — i) + ctey (2.78a)

V x (E+iB) — z’%(EHB) = V(1) +iC) + ctes (2.78b)

sumando y restando se obtiene

0
VX E+ —B =V + ctes

ot
-V xB—&—gE——VC—i-cte
ot *
o bien
0
VXE= —&B+V1/)+Ct€3 (2.79a)
0
VxB= &E + V( + ctey (2.790)

estas ecuaciones tienen una corriente (gradiente) desconocida, comparando con
el caso de Maxwell en el espacio libre se puede encontrar su forma. Si aplicamos
el rotacional a las ecuaciones (2.79) se obtiene

Vx(VxE)=Vx (—%B + Vi) (2.80a)
Vx(VxB)=Vx (%E V) (2.80D)

pero
Vx(VxX)=V(V-X)-VX

por lo que sustituyendo en el lado izquierdo de las ecuaciones (2.80), éstas dardn

V(V-E) - V’E = —%(v xB)+V x Vi (2.81a)
V(V-B)-V’B :%(v xE)+V x V¢ (2.81b)

si recordamos que V x Vy = 0 y sustituimos las ecuaciones (2.79) entonces las
ecuaciones (2.81) dan

B _vgE__9.09
V(V-E)~VE= -7 (5 E+V()

B _vB_-2_92
V(V-B) - V’B=7 (~5 B+ Vi)
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y reagrupando obtenemos

B e, 02
. —_— = —_—— = —D .
V(V-E)+ vatc V2’E WE E (2.82a)
V(V-B) - vgw = VQB—a—QB = OB (2.82b)
ot~ o2 ’

si OE =0 y OB = 0, es decir, si se cumplen las ecuaciones de onda, las ecua-
ciones (2.82) se reducen a

V(V-E+% )=0 (2.83a)
0
V(V-B—54)=0 (2.83b)

como el gradiente de una constante es cero, entonces las ecuaciones (2.83) se
reducen a

V-EJr%C:cte:a

0
V-B—aw—cte—b

o bien
v E——QC—FG (2.84a)
ot '
V-B —sz+b (2.84b)
ot '
podemos ahora agrupar las ecuaciones (2.79) y (2.84)

0

B}
V-B=o0+b

0
VXxE=—-—B+V
X 5 + Vy

0
B=—E
V x B + V¢

las cuales se parecen mucho a las ecuaciones de Maxwell

V -E =4np, (2.85a)
V - B =4np,, (2.85D)
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vxE=_2B_ AnJ (2.85¢)

ot
0
VxB :EE +4nd, (2.85d)
porlocuala=06=0,y
0
Vi = —4nd,, —) = 4d7mp, (2.86a)
ot
0
V(¢ =4nJ, a( = —47p, (2.860)

entonces las ecuaciones (2.86) dan, para campos escalares ecuaciones adicionales
para corrientes, con lo que se obtienen las ecuaciones de Maxwell (2.85), obsérvese
ademds que

0 0
&Je - _vpe &Jm - _me

es decir, tenemos nuevas ecuaciones adicionales.
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Capitulo 3

Generalizaciones y
simetrias

”Toda ciencia es, bien fisica o bien filatelia”

E. Rutherford

3.1 Generalizaciones a la relacion de
Ryder-Burgard para spin j = 1/2
En el capitulo anterior hemos encontrado una ecuacién de onda para particulas
de spin j = 1/2 partiendo de la relacién de Ryder-Burgard (ec. 2.4), sin em-
bargo, es importante mencionar que esta relacién se puede generalizar, asi,

podemos suponer que los bispinores en reposo estan conectados por una trans-
formacion lineal a través de la matriz compleja A

dr(® ) = Apr(P ) (3.1)

Dado que las matrices de Pauli (ec. 1.28) junto con la matriz identidad
forman un sistema completo, podemos desarrollar A en este sistema

oM oM oM
OR(P ) = AGL(P ) = 1} + (o )] o7 (P ) = (3.20)
= [ £ (|Recr| +i[Imer|)] 67 (P ) = 461 (P )
de un modo similar se encuentra
ok . ok
L) =e " gu(D ) (3.20)

con ayuda de estas relaciones podemos hacer un desarrollo similar al que se hizo
en la seccién 2.1 (ecs. 2.6)
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G = Ar (B ) 05(5) = e ng (D ) 65 () =
RS VY SO
Gt = Ar (p ) 0E () = e () 030 =

= e it A, (pu (_10)“) A;{l (p“ (_;M) (bﬁ(p”) (3.30)

con lo que se puede generalizar la ecuacién de onda encontrada (ec. 2.24) en

el capitulo 2
( —me™*  po+o-p > < O (p") ) _ (3.4)
po—0-p —meE o1 (P")

si hacemos !

~ e tot 0
T = ( 0 ot ) (3.5)

la ecuacién (3.4) toma la forma

(ﬁ—m’:ﬁ> T(ph) =0 (3.6)
Consideremos cuatro casos particulares
ay =0,27 : (15 — m) TU(pt) =0 (3.7a)
oy =+ : (13 + m) U(pH) =0 (3.7b)
aL = +7/2 : (15 + im%) T(ph) =0 (3.7¢)
oy =—m/2 : (ﬁ — im75) T(pt) =0 (3.7d)

las ecuaciones (3.7a) y (3.7b) son, respectivamente, las ecuaciones de Dirac para
bispinores con energia positiva y negativa en el espacio de los momentos. Las
ecuaciones (3.7¢) y (3.7d) han sido llamadas como ecuaciones de Dirac para los
4-spinores de segundo tipo, y tienen relevancia en la descripcién del neutrino. 2

Dado que los espinores son, en general, cantidades complejas, podemos gen-
eralizar la relaciéon de Ryder-Burgard de forma que

LUtilizamos _
P=9"pu
donde v* son las matrices de Dirac en la representacién de Weyl (ec. 2.25).
2Véase [10] y [19)].
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or() = B [or(®")] (33)

Podemos formar otro sistema completo si multiplicamos la base anterior
por o2, podemos desarrollar B en este sistema, si introducimos el operador de
Wigner para spin j = 1/2 (ec. 2.49)

. 0 -1
Op1/9 = —io” = ( 1 0 )

encontramos que la conexién entre los spinores en reposo es

o) = B0 ()] = [024 + (0 e2)0? [g;s ) =
)

= [ic9Op 2 F i (|Reca| + i|Imcz|) O o] [ (p = (3.9a)
= 7Oz [ 05 (P )]
y
¢%(§ ) = —ie B?@ [1/2] [QﬁR(Ol )r (3.9b)

y haciendo un desarrollo similar al que se hizo en la seccién 2.1 (ecs. 2.6), se
encuentra

Ghw) = A (v ") 050 =i hn () O [0£ )] =

= iePF AR (p“ <—ZO7M) O /2 {AZ (P“ —P )} (o7 (P“)}
(3.10a)

oF(p") = AL (p“ <—5H) GE(D ) = el A, (p“ <—5M) O /2 {qﬁﬁ(ﬁu)} -

= —iePF A (p“ <—}%H) O/2 [A;zl (p” <—f7“)} : [(b;(p")]*
(3.100)

con ayuda de las ecuaciones (2.7) y (2.20) encontramos >

3De la propiedad del operador de Wigner

@[1/2]0'9[71/2] =-—o*

se encuentra que
Opny2) (- p)" = —(0-p)Op g
también hemos usado otra propiedad del operador de Wigner

©19y) = (-1)%
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*

AL (p“ %ZO’M) On/2) {AZ}R (p“ —b H)} -

_ E4+m+to-p o E4+m+to-p "
2m(E +m) /2] 2m(E 4+ m)

1 %
1
= m(E‘FmiU'P)(E‘Fm?U'P)@[l/z]

= Opy

donde nuevamente hemos usado E? — p? = m?; por lo que las ecuaciones (3.10)
se reducen a

PR(p") = ie"PF Oy o[0T (0")] (3.11a)
OF(p) = —ie" 7Oy g [0F ()] (3.110)
es decir
o1(p") —ie"’F Oy ) 0 o1 (")
donde K es la operacién de complejo conjugado, esta ecuacién puede tomar la
forma
¢ (") ) ( ¢k (") )
=S 2 3.13
(20 ) =sim (o (3:19)
donde
; 0 10
c - _ iB [1/2]
Sz =7 ( _i0uy 0 )IC (3.14)

es el operador de conjugacién de carga eléctrica en la representacién (1/2,0) & (0,1/2).
Asi, obtenemos condiciones de conjugacién de carga

U(p*) = £¥(p") (3.15)

El caso particular U(p*) = 4+¥¢(p") nos esta dando una ecuacién para
fermiones neutrales de spin j = 1/2, es decir, para neutrinos. De hecho, esta
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definicién de la relacién de Ryder-Burgard nos lleva a los spinores de Majorana-
McLennan-Case, por lo que realmente hemos encontrado que los bispinores auto-
conjugados y contra-autoconjugados (ecs. 2.15) bajo el operador de conjugacién
de carga deben satisfacer

SfiygAP*) = £A(P") Sfiygp(0") = £p(p") (3.16)

donde el signo "4 corresponde al caso de los bispinores autoconjugados A% (p*)
y p°(p*), mientras que el signo ” —" al caso de los bispinores contra-autoconjugados
M) y ot ().

La forma més general de la relacién de Ryder-Burgard es *

ol ol ok 1%
Or(D ) = AL (P )+ B [o.(5 )] (3.17)
donde A% + B% =1, con ayuda de (3.2) y (3.9) se obtiene
oM . oM . oM 1%
or(P ) = Ae"** ¢ (P )—l—iBe’B?@[l/g] [¢L(p )] (3.18a)
oM . oM - oM 1*
orL(P )= Ae " For(P ) — iBe‘5¥@[1/2] {(bR(p )} (3.18b)

en forma matricial es ®

} —loxs Aetx ApA Lt +iBePF O )9 K or(P") \ _
Aemi0= AgA7! — iBeif7 Oy 5K —Laxo oL(p")
(3.19)

lo cual se puede reescribir como

P
A— 4+ BTSf 5 —T | Y(pV) = 2
m T Shi 2 (p")=0 (3.20)

que puede ser considerada como una generalizacién de la ecuacién de Dirac.

3.2 Generalizaciones a la relacion de
Ryder-Burgard para spin j =1

En la seccién anterior se ha hecho una generalizacién a la relacién de Ryder-
Burgard para particulas de spin j = 1/2, de un modo muy similar haremos ahora

4 . . - . U R £
Hemos conectado spinores con la misma helicidad, i.e. ¢3; = A¢p 6 ¢, = B [¢L]
oM oK
5Dado el espacio utilizaremos Ag y A, para denotar Ag [ p# «—p ) y Ar (p“ —p )

respectivamente.
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la generalizaciéon correspondiente para particulas de spin 7 = 1. La primera
generalizacién fue el suponer que los bispinores en reposo estan relacionados
por una transformacion lineal

or(P ) = App (D)

en el caso 7 = 1 hemos dado ya los operadores de spin en la representacion
de la base isotrépica (ec. 2.51), por lo cual, necesitamos formar una base que
tenga 9 matrices linealmente independientes; esta base puede ser seleccionada
con ayuda de las 10 matrices simétricas de la siguiente forma

Joo =1 Joi = Jio = Ji Jij =35 + I3 — 05 (3.21)

la condicién J,,, = 0 elimina una de las matrices J,,,, (por ejemplo Jy, siguiendo
el desarrollo hecho en la seccién anterior se encuentra

oM . oM
R0 ) = e op ) (3.220)
oM . oM
PP = e g0 (3.220)
con la ecuacion
[Yuwp"p” — m*T] U (pH) =0 (3.23)

como era de esperarse, si ot g = 0 se tendrd la ecuacién de Weinberg (solu-
ciones con energia positiva), si ay g = £7 se tendrén energias negativas, que es
la ecuacién modificada de Weinberg obtenida por Ahluwalia (Véase [5] y [6].)
en el marco de la teoria cudntica de campo del tipo Foldy-Nigam-Bargmann-
Wightman-Wigner 6 (FNBWW).

Nos podemos atrever a generalizar la ecuacién correspondiente para esta
relacion de Ryder-Burgard para spin j, obteniendo

hulv--uzJ-pl Py — m23’7] T(p") =0 (3.24)
Para la segunda generalizaciéon

ok

on®) = B o]

utilizaremos el operador de Wigner para spin j = 1 (ec. 2.71)

0 0 1
Ou=(0 -1 0
1 0 0

6Véase [24] y [28].
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para expandir la matriz B en la base completa J,,,0O(, por lo que la relacién
entre bispinores en reposo es

¢§’O(Zo’u) = ei'3¥v0@[1] [(b%’o(lo?u)} ) (3.25a)
GEO(B) = P00y, {¢§,O(§”)} ) (3.250)

por lo que, haciendo el desarrollo correspondiente se encuentra

(5 )= (W) (GEG)) o

esta ecuacion no satisface el requisito de autoconjugacién y contra-autoconjugacién
de carga (ec. 3.16), es decir, no existe un ¢ que satisfaga las ecs. (2.15) y (3.16),
sin embargo, el requisito de autoconjugacién y contra-autoconjugaciéon puede
ser remplazado por la autoconjugacion y contra-autoconjugaciéon bajo la op-
eracion 1"58[01] donde T es el operador de quiralidad para la representacién

(L,0)®(0,1) 7
I = < é _01 > (3.27)

y tiene expresiones similares para otros spines. Por lo que se tiene

[F53ﬁﬂ A(p") = £A(P") [F‘%Sﬁ]} p(p*) = £p(p*) (3.28)

asi, la ecuacion (3.26) tomara forma

( ﬁféﬁﬁi > =TSy ( ilz((ﬁli ) (3.26a)

Para finalizar esta seccién, encontraremos ahora la ecuacién correspondiente
a la tercer generalizacién

or() = Aon @) + B [o0()]

de (3.22) y (3.25) encontramos 8

"La expresién explicita de las matrices T de orden 2(2j + 1) x 2(2j + 1) estdn dadas en
la representacién generalizada de Weyl (W) o quiral. estas matrices estan relacionadas a la
representacién generalizada de Dirac (D) o candnica, y estén relacionadas por

1 1 1
— -1 —_
I'p =STwS donde S—\/§< 1 1 )

donde 1 es la matriz identidad de orden (25 + 1) x (25 + 1) (Véase seccién 2.2.1.).
oM
8Nuevamente omitiremos el argumento de las matrices A R,L | ¥ <D ) por razones de

espacio.
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< —13x3 Aei@i,oARAzl +Bew¥v°@[1]lc ) ( or(P")

Aeiiai’oALAI}l + Beiﬁ;,o@[l]lc —].3><3 ¢L(p“)
(3.29)
lo que se puede expresar como
Y pupy c
ATg + BT S; =T | ¥(p') =0 (3.30)

que es una nueva generalizaciéon a la ecuaciéon de Weinberg.

3.3 Bispinores de Majorana

En el capitulo 2 hemos introducido los bispinores de Majorana (ecs. 2.15) y
sabemos que satisfacen la autoconjugacién y contra-autoconjugacién de carga
(ecs. 3.16) para particulas de spin j = 1/2 y la autoconjugacién y contra-
autoconjugacién bajo la operacién F5S[C1] (ecs. 3.28) para particulas de spin
j = 1, por lo que ya estamos en condiciones de encontrar la forma de estos
bispinores.

3.3.1 Bispinores para spin j = 1/2

De las ecuaciones (2.15) y (3.16) tendremos ?, para A(p*)

) -0

pic ( 0 iO[1/2) )IC( O 9 (o (p"))* ) — 4 ( O 9 (o (p"))* )

—iO[1/2) 0 or(pt) or(p")
(3.31a)
es decir (con oo = 0)
011/ KL (p") = £ O3 (d1.(p"))"
—iO1/2 K¢y O 2 (S.(p")" = £ ()
de donde se encuenra que C/\S’A = 41 en el caso o = 0, por lo cual
+iO(1/2) (o1.(p"))"
ASA(pH) = ( /21 3.32
") ér(p") (8.32a)

de un modo similar, encontramos que para p(p*), las ecuaciones (2.15) y (3.16)
se pueden escribir

9Utilizaremos S, A para denotar autoconjugado y contra-autoconjugado, respectivamente.
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pio 0 iO(1/2] or(p") _ ¢>R(§“)
< —iOp2 0 )’C( (¢5Opy2)" (Pr(")" ) i( (¢"Ons2) (b)) )
o (3.310)

de donde resulta que +i, por lo que

S,A[puy or(p")
) = ( (£i0p1/9)" (dr(p"))" ) (3.320)

la conexidén entre los bispinores en reposo y los bispinores con momento p* estéd
dada de una forma muy similar a (2.1), es decir

ok oM
AP =W (1/2719“ —D ) A4 (3.33a)

ok oM
P =W (1/2.0" D ) p5 AP ) (3.330)
y haciendo las expansiones apropiadas encontramos que
ot 1 E+m+o-p 0
P |
/2P m(E + m) 0 E+m—-o-p
(3.34)
por lo cual, la forma explicita para A34(p#) y p>4(pH) es

ASA ) = 1 [ E4+m+to-p 0 +iO1/9 (¢L(13#))*
V)= BT 0 E+m—o-p (P )
(3.35a)
ok
pS’A(pu)l(E—i—m—ka-p 0 ) Pr(P ) Y
2m(E +m) 0 Et+m-o-p (+iOp/9)” (¢L(§ ))

(3.35b)
Para poder transformar las ecuaciones (3.35) es necesario dar primero los
bispinores en reposo 1°; de las ecuaciones (3.32) y (2.30) se encuentra para los

14
bispinores A%4 (lg )

_ 10Si intentamos normalizar A y p a la masa, al igual que en el capitulo 2 de modo que
AMTPINTP) = m y p(P)p(P) = m, encontramos que la normalizacién depende del factor
de fase en la definicién de 8[1/2] Si utilizamos la fase anterior encontramos que A y p son

bi-ortonormales, es decir

()A (P) =—im X/fm»f(?):m
m?) S(P)=im ;AL (PAA(P) = —im

con relaciones similares para p.
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-5 (o) = el =3 (7)

por lo que
0
ok )
TP ) = \/f i (3.36a)
0
y de un modo similar se encuentra
0 —1 i
At oM . m —1 51 oM - m 0 Al oM . @ 0
MEI=T AP =y o AP =43 o
0 1 1
(3.36b)
La forma explicita de la ecuacién (3.35a) es
pr+m  p 0 0
1 “+m 0 0 ot
ASA(ph) — Pr p . ASA(p
) 2m(E + m) 0 0 ptm  —p ®)
0 0 - pT4m
(3.37a)

oM
donde hemos denotado a los bispinores en reposo ( ecs. 3.36) con A*4(p ), por
lo cual, realizando las operaciones encontramos

ipy —ipy
/\ST(p#) _ 1 i(p~ +m) )\AT(pu) _ 1 —i(p~ +m)
2vVE +m p +m 2vVE +m p+m
—Ppr —Dr
(3.38a)
—i(p* +m) i(pt +m)
1 —ip 1 p
/\Sl Y T /\Ai Y T
") 2vVE+m - (") 2vVE+m -
pt+m pt+m
(3.38b)

donde los indices T y | corresponden a la helicidad quiral (y°h). Obsérvese que

ML) = =225 (p) (3.39)

50



Los bispinores en reposo para p(p*) son

1 1
oM m 0 o m 0
ST s AT = /=
PP =05 g pti(P ) 5 | o (3.40a)
—1 ?
0 0
51 ol . m 1 Al ol . @ 1
S =2 M =y0 | (3.400)
0 0
La ecuacién (3.35b) en forma explicita es
pr+m  p 0 0
1 - 0 0 oM
S,A [ Dr p-+m S,A
= _ p
) 2m(E +m) 0 0 pT+m  —p )
0 0 -pr pT4m
(3.37b)

n
donde los bispinores en reposo ( ecs. 3.39) los denotamos con /)S’A(ZO7 ), por lo

cual encontramos

pt+m pt+m
1 X 1
ST () — Dr AT () — Dr
) 2VE+m ipy ) 2VE+m —ip
—i(p*™ +m) i(p* +m)
(3.41a)
b Dbi
W) = e | 2T ) = e | D
2WE+m | ilp” +m) oWE+m | —ilp™ +m)
—ipy ipr
(3.41b)
obsérvese que
p AT = AT () (3.42)

obsérvese también que los bispinores p(p*) y A(p*) estan conectados por

p::gp“g = —z’AﬁEp”;
p7r(pt) =+ (p*
pAT(p) = +iX5 (pt) (343)
pH(pH) = —ixST(p)



En la siguiente subseccion estudiaremos el caso de spin j = 1.

3.3.2 Bispinores para spin j =1

Repitiendo el procedimiento hecho para spin j = 1/2 encontramos'! que los
bispinores de segundo tipo en reposo'? son

0 0 1
0 -1 0
STOMZE 1 S—»O#ZQ 0 Siou:ﬂ 0
7P ) 1 A7) VAR A7HP ) 0
0 1 0
0 0 1
(3.44a)
HUPara spin j = 1 utilizaremos las ecuaciones (2.15) y (3.28), de donde se obtiene que
S=C=t1yp=ch=-1. B
2También hemos normalizado A y p a la masa, de modo que A(PINP) = m? y

p(P)p(P) =m?.
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0 0 -1
0 1 0
o m —1 _, oM m 0 oM m 0
Mip ) = ) M=) = VAR Mp ) = 5l o
0 1 0
0 0 1

(3.44b)

Larelacion que existe entre los bispinores autoconjugados y contra-autoconjugados
con momento p* y los bispinores en reposo es

oM oM
Apt) =W (1,p“ —D ) AP ) (3.48a)
ok oM
p) =W (Lo —P ) p(F) (3.48)
donde hemos denotado nuevamente a los bispinores en reposo (3.44) y (3.50)

oM ok
con A(P ) y p(P ) respectivamente.

Con ayuda de las ecuaciones (2.63) y (2.64) se puede encontrar la forma
“w
explicita de W (1, pH <—Z% ), por lo que haciendo las operaciones correspondi-

entes (ec. 3.48a) se encuentra

Pi _ (ﬂ 4 _p=pr )
2(E+m) 2 ' V2(E4m)
b P=Pi
V2 VR(Exm) —\mT %fﬁm)
2p; +prpi
1 m—Dp,+ 55 1 Pr P=Pr
_ Pr + PzPr v2 \/;'?r(g+m)
V2 \2/§(E+m) m+ E+m
p; _Pr _ __D:pr
2(E+m) V2 \/E((E+m))
3.49a

13En general, las relaciones que existen entre los bispinores con momento p* y los bispinores
en reposo, tanto para bispinores autoconjugados y contra-autoconjugados, son

oM oM
M) =W (6. ) A (3.45)
y
X oM oM
o) =W (1 3" ) o) (3.46)
donde "

oM
w (j,p“ —P ) = (3.47)

oM
0 Ar (J}p“ —Pp )

ok oM
v ARr,L (]}p“ «—p ) es la matriz AR, (p“ «—p ) para spin j.
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2p%+p,-
m+pz+ P, TPrPIL

2(E+m)
Dr + PzPr
V2 \/E(E—i-m)
1 -
A pH) = —= e M) =
P
\/i 2(E<lkm)
_pr PzPiL
V2 \/§(§+m)
m+p. + it
pr PzPl
m B
1 % _ ﬁszpr A
Moy =5 | E e | A -
V2 ' V2(E+m)
mt
_ DPr _ DPzDr
V2 V2(E+m)

S

1

S

es importante notar que también se cumple la ec. (3.39)

AAT =1 —

BT

|

__
2(E+m)
_ (ﬂ ___pem
V2 \/§(E2+m)
2p.+prp1
m =Pz + SF+m)
2p2+prp1
2(E+m)
PzPr
\/§(E+m)
2
Py
2(E+m)

(3.49b)

m_pz+

_Pr
\/§+

2p% +p,
(m+:+ H8)

_ Pr PzPr
(\/5 + @(E+m))

___pr
2(E+m)

Py
2(E+m)
yu PzPi

V2 \/§(Ei+m)
m+p. + i
(3.49¢)

Los bispinores de segundo tipo p(p*) autoconjugados y contra-autoconjugados
en reposo se construyen en base de ¢ (ver ec. 2.15) y son

1
0

oM m 0 ol m

ST _ S— _

P)=— P)=—

Pl (P ) 7 g p7(P) 7
1
1
0

ATOHim 0 Ag’ol‘«im

P)=— P)=—

pti () 7 8 pt () 7

o4

O R OO ~O

0

0
siplfy— m | 1
=5

0

0

(3.50a)

0

0
arpiy—m | 1
p(P) 75| -1

0

0

(3.500)




por lo que los bispinores con momento p*, p(p*) son

2p2+prpi
2(E+m)
p=pr

\f(E-&-m)

m+p. +

Pr
\/5 +

" 2E+m
P (") = R

Sl

2(E+m)
__Pzpr
\/> +

f(E+m)
m+p, +

2p2+prpi
2(E+m)

pi
2(E+m)
b PzP1
V2 V2(E+m)
m—n, + 2p2+prpi
Dz T 2ETm)
2p2+prp1
2(E+m)
PzDr
\/§(E+m)
2
j
2(E+m)

m_pz+

_ P
\/§+

b + __bzp1r
V2 ' V2(E+m)

Prp1r_

m + Erm

leh

+ :szz
f f(E—i—m)
m+ £ Eim

+

_ DzPr

V2(E+m)

*(f

obsérvese que la ec.
A(p*) estén conectados por

IZST,
p Tl =
S,A— _ :F)\S,A—>

P

Las ecuaciones (3.39) y

P (p") =

)

L= \sht
_)\ALT
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P ) =

Sl

Sl

Pr PzPiL
V2 + pb;)+m)
m+ g,
Pr DzPr
V2 \/§(E'+m)
Db PzPL
V2 V2(E+m)
—(m+ p2)
Dr + PzDr
V2 \/§(E+m)
(3.51a)
2p2+prp
m + pz + 72(E+m)l
Pr PzPr
f f(E+m)
2(E+m)
__n
2(E+m)
P + P=zD1
2p2+p,
- (mee s s
(3.51b)
pi
2(E+m)
__Dbzpr
f f(E-&-m)
2p; +pr
m = p. + B

2pz +prp
( — Pzt 2(E’+m)l )

(% - ?ﬁm)
2(E+m)
(3.51c¢)

(3.42) sigue siendo vélida, y que los bispinores p(p") y

(3.52)

(3.42) son ecuaciones generales, es decir, se cumplen




para cualquier spin.

3.4 Ecuaciones en base de las relaciones entre
bispinores de helicidad opuesta

En el capitulo 2 se encontraron las relaciones (2.50), (2.72) y (2.73b), que
nos relacionan bispinores con helicidad opuesta para particulas de spin j = 1/2,
j =1y spin j respectivamente. Consideremos primero el caso de spin j = 1/2,
habiamos encontrado (ec. 2.50)

ol 1% ) okt
61| = (~)) 2 e 00y e ()

podemos nosostros escoger las fases de tal forma que 6, + 63 = 7, con lo que la
ec. (2.50) se transforma

oH 1% oM
{qb’i(P )} = (=) ey e (P ) (3.53a)
de forma similar encontramos
oM oM 7%
Pr ) = (=10 [¢>L"(p )] (3.53b)

por lo cual podemos encontrar una ecuacion para esta relacién de Ryder-Burgard,
asi

) = Ar (p —5") b3 = (1Yo (") O 01" )] =
= (—1)V/2+hAL (p” <—1%u> O[1/2) [Azl (p“ (_gu)r [or" ()] =
= LA (pr ) ey A7 ( —B) | Oy c01/2 [0 ()" =
_ %(—1)1/2+hAL (pu (_§“> AEI (pu (_]3”) X’é@u)

(3.54)
donde hemos llamado
Xe(") = ¢O[1/2 [, ()]
y utilizado
oM\ 1* oM
o Az (v )| = a0 (' —F )0y (3.55)
Podemos ahora formar el bispinor
+1/2, 4 . -1/2, 1"
w) = ( Xaa ) ) < (O [or ) (3.560)
L") T2 ()
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por lo que las relaciones (3.53) se puede representar como

oM oM
0 —iAR (p“ «—p ) Azl (p“ «—DPp )
\ij_(pl‘*) = X ok 1 ok \Iji (p#)
e )85 () ;
o en forma més compacta como
[;75? + 1} T (p") =0 (3.57a)

que es un caso particular de la generalizacién (3.6). Del mismo modo se puede
encontrar

—1/2/ . O o +1/2, 01"
vE(p) = ( Zflmgiui ) = ( O/ ]_{j’}g(pﬂ()p ) ) (3.56b)
L
+1/2 . 1/2 *
Ay — [ —Xg @) ) _ [ —©ny Eralt )} .
wion=( gy )= 6772 ) o

-1/2 4 i [+1/20 0]
v ( ‘¢>£1/§(;ﬁ)) ) ) < @[1?‘ 722( >(p )} ) sl
L L "

con sus respectivas ecuaciones

%7513 1T (py =0 (3.58b)
%75ﬁ — 1| T () =0 (3.58¢)
%7@ +1| A p*) =0 (3.58d)

a este mismo resultado se llega utilizando la relacién (2.50) para los spinores
derechos, es decir 1°

14Recordemos que
P=qtp,

15Fn este caso, los bispinores serdn
oS (pt) = i ) oW (3.56a)
pH) =1 =1 .56a
+ le/z( ) —i011 /9] [¢R (P“)}
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©w

(6] = (~1)1 /et tey, (B

Estos bispinores (ecs. 3.56) son las eigenfunciones del operador de helicidad
en el espacio de representacién (1/2,0)@(0,1/2) pero no son los bispinores auto-
conjugados y contra-autoconjugados. Podemos reagrupar los bispinores U1 en
sus partes derechas e izquierdas, conectandolos de esta forma con los bispinores
autoconjugados y contra-autoconjugados, la relaciones que existe entre ambos
tipos de bispinores es

—~5 5
WA (p) = IGEASAT () 4 HEEASAL (pr)
(3.58)
5 5
TEA(p) = I5EASAL () 4 HEEASAT (pr)
y sustituyendo estas relaciones en (3.57) se obtiene (por ejemplo para W? (pH)
y U5 (p"))

wpo+o-p) (1-7°)A%T(pH) = (1+7°) A"
—m (o= -P) (1+°) A% () = (1-9°)A5T(p")
m(o+o-p) (1=7") A% (pH) = —(1+7°) A5 (p")
—m (0= p) (L+°)N5T(pH) = —(1—7°) \(pH)

y tratando A% (p*) (v a p?(p*)) como solucién con energfa positiva y A (p) (y
a p°(p*)) como solucién con energia negativa se encuentra

PAST(pH) —imASt ) =0 5 PASY @) +imAST(pt) =0 (3.59)
P (") +imAM (p)y =0 PAAYOR) —imAAT(p") =0 (3.590)
—1/2
S ¢ 1/2( ) [ (bR (p‘u) *
v (pH) = < El/z(pu) = 0y [¢> 2, )} (3.56b)
iy ¢+1/2( ") o ¢+1/2( ) )
\Ifi‘(pu)—z( xszp“) == son T¢, 8 )} (3.56¢)
—1/2
_ (e _, op W
e _Z< - 71/2(:0“) '\ ey [05;1/2(17“)} (3.564)
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del mismo modo, utilizando W4 (p#) y ¥4 (p*) construidos en base de ¢r(pH)
encontramos

PpST(p") +impSt(p) =0 5 PpStp") —imp®T(p") =0 (3.59¢)

Pp(p") —imp™(p*) =0 5 Ppt(p") +imp(p") =0  (3.59)

si utilizamos (3.43), podemos poner las ecuaciones (3.59) con la misma helicidad
quiral, es decir

PASL(p) —mp AT (p) =05 PAALY(pH) —mphi(p) =0 (3.600)

PpStl(ph) —mM )y =0 PpATi(pt) —mASTL(pr) =0 (3.60D)

que en el espacio de coordenadas son

VPN (2H) — mpA(ah) =0 5 iyt O A (TH) + mpS(at) =0 (3.61a)

i 0,p% (zH) + mAA(aH) =0 5 iytOupt (xH) —mAS(xH) =0  (3.61b)

que son ecuaciones dinamicas, la parte dinamica de las ecuaciones para los
bispinores A¥4(p*) y p¥4(pH) estén conectadas con la parte masiva de los
bispinores p*4(p*) y A¥4(p*) respectivamente. Las ecuaciones (3.61) se pueden
compactar en una forma dibispinorial, tomando la forma

[(T#0, Fm]YTi(zH) =0 (3.62)
A,S ot
ta) = ( fsalnn) ) (3.69)
donde

0 A 5 70 5 70
"
I+ = ( VA > r ( 0 L*={ s (3.64)

con la propiedad de conmutacion
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L°T* —THLS =0 (3.65)

Podemos hacer el mismo desarrollo para spin j = 1, sélo que ahora uti-
lizaremos la relacién (2.72), repitiendo el proceso hecho para spin j = 1/2 se
encuentra

(V" pupy — m] UL (p) = 0
(V" pupy + m] \I;i A(p" )=0 (3.66)
(Y pupy £ m] e (p) =0
donde \Ili’fg (p*) tiene la forma
+E5 () ) ( +0p [67 ()]
SA) — ( A _ [ [9r 3.67a
S =i F ) (3.67a)
+£%(pH) ) ( +00 [69 ()]
WA (ph) = ( R = [ 1PL 3.67b
0 = &9 (") (3.675)
+E5 () > ( +0p [¢1 ()]
TSA () — ( R _ o 197 3.67c
)= "ol o1 (") (3:67¢)
sustituyendo las ecuaciones (3.67) en (3.66) obtenemos
VP AT (") =X ) =0 5 " pupup® T (") — m?ptt (p) =0
(3.68q)
Ypp AT () —mPATT () =0 5 A pupup®t () — m* T (p") =0
(3.68b)
Y AT () AmENTT (p") =0 M pupep® T (pM)+m ST (p") =0
(3.68¢)
Yo N (") + mEAMN (P =0 5 A (") + mPptt(p) =0
(3.684)
VP A () + AT (") =0 5 " pupep (") + mP e (p") =0
(3.68¢)
YU AT (M) —mENT () =0 A pupup? T () —mEpt T (pt) =
(3.68)
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y utilizando las ecuaciones (3.52) podemos poner las ecuaciones (3.68) con la
misma helicidad, resultando

Y pupp AT (p) = m2pST b (p) = 0 (3.69a)
P pup AT (p) = mPp T (pt) = 0 (3.690)
Y pupp® T (p) = mEATE T () = 0 (3.69¢)
Y pupup® T () = mPAAT LT () = 0 (3.69d)

Estas ecuaciones en el espacio de coordenadas también se pueden poner en
forma ”dibispinorial”, resultando

[T9,0, + m*] To(z) =0 (3.70)

con

Ty (o) = ( ii’:g’; ; ) (3.71)

donde

= ( 0 Wgy ) (3.72)

gl
Obsérvese que las ecuaciones (3.62) y (3.70) tienen forma muy parecida a
las ecuaciones de Dirac y de Weinberg, respectivamente, sin embargo la funcién
es para 8 y 12 componentes, respectivamente. Para spines mas altos se puede
realizar un procedimiento similar al que se hizo en esta seccién, sélo que tiene
que utilizarse la relacién (2.73b) con el spin apropiado.

3.5 Paridad

En el formalismo expuesto, las particulas cargadas de spin j = 1 tienen
paridad opuesta (Véase [5].). Particulas neutrales con spin j = 1/2y j =1
tienen propiedades con respecto a la inversién del espacio muy extranas (Véase
[4,14,15].). Ahora, para cimentar el formalismo expuesto compararemos las
formulaciones en las particulas neutrales con la que se conoce de los libros de
texto (Véase, por ejemplo [23].).

Como la particula y la antiparticula son idénticas en el caso de un neutrino de
Majorana, podriamos suponer que ¥ (x) debe estar de algin modo relacionada
a 1*(z). Si tratdsemos que esta relacién fuera
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P(z) = 9" () (3.73)

encontrariamos que esta ecuacién es insuficiente, puesto que una ecuacién de
significado fisico debe ser un covariante de Lorentz, lo que no sucede con la
ecuacién (3.73), en efecto, bajo una transformacién de Lorentz que cambie las
coordenadas

D e (3.74)
el campo espinoreal serd '6
W (') = exp GUWMV) »(z) (3.76)
donde
)
Ouv = 5 [%7%] (377)
La ecuacién (3.76) da
* 7/ * LV *
o (0) = e (o ) 0'(o) (3.75)

la cual, en general, no es la misma ley de transformacién de (3.76) puesto que las
matrices 0, no son puramente imaginarias. por lo cual, si imponemos (3.73) en
un sistema de referencia, no serd valido en otro sistema. Asi, podemos definir
un campo conjugado

~

P(z) = Crov™ (z) (3.79)

donde C es una matriz ain indefenida tal que @Z se transforme del mismo modo
bajo la transformacién de Lorentz como (z), es decir

P'(z') = exp <iaww’“’) ¥(z) = exp <iaww“”) Cyo* () (3.80)

usando (3.76) directamente sobre (3.79) obtenemos

16E] operador de campo de Dirac v(x) es

3 . -3 .
v = / ﬁ 2 (f5<p>us<p)e*M + fipos (p)e””> (3.75)
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12)\’(:,6/) = Cyo¢"*(2") = Cypexp (—iozyw‘“’> P (x) = (3.81)

igualando (3.80) y (3.81) exigimos que C satisfaga la relacién

Cvo exp (—iafww“”) = exp (iaww“") Cvo (3.82)
para cualquier w*” arbitraria, lo que implica

—C00,, = 0 CY (3.83)

la forma especifica de la matriz C depende de la representacién de las matri-
ces 7. Podemos cambiar la ecuacién (3.73) remplazando ¢*(x) por ¥ (z) en el
lado derecho, lo cual serd una relacién covariante de Lorentz que nos definird
un campo de Majorana. Dado que ¥(z) incluye ¢*(x), entonces debe incluir
fip)y ]?s(p), esta identificacién con 1 (z) sirve para el proposito de indentificar
particulas con antiparticulas. La definicién del campo de Majorana se hace un
poco mas general si pedimos

Y(x) = () (3.84)

puesto que la fase siempre puede ser absorbida en la definiciéon del campo de
fermiones ¥(x). Se escoge § = 0 definiendo convenientemente el campo de
fermiones, pero la libertad de la fase es algunas veces conveniente. Asi, el
operador del campo de Majorana es

3
vw) = [ Gt ¥ (L@ e)e T @ e (35
s==+

esto significa que la antiparticula es la misma que la particula excepto por una
fase A, es decir, A esta relacionada al angulo de fase 6 que aparece en la ecuacion
(3.84).

Sin embargo, las cuestiones de los valores que puede tomar A (ec. 3.85) en
la helicidad no fueron analizadas en los libros de texto. Esto ha dado origen de
las posibilidades de generalizar las construcciones para las particulas neutrales,
precisamente es lo que hemos hecho en las secciones anteriores.

63



Apéndice

Teoria simétrica del
electréon y del positron

CONCILIO DE LA INVESTIGACION NACIONAL DE CANADA
TRADUCCION TECNICA TT-542
TITULO: TEORIA SIMMETRICA DELL’ELETTRONE
E DEL POSITRONE
AUTOR: Ettore Majorana.
REFERENCIA: Il Nuovo Cimento, 14: 171-184, 1937.
TRADUCTOR (del italiano al inglés): D. A. Sinclair, Seccién de las
Traducciones, N.R.C. Biblioteca. (Traduccién con permiso).

Resumen

Se demuestra la posibilidad de alcanzar formalmente una simetria completa
en la teoria del electrén y el positrén, haciendo uso de un nuevo proceso de
cuantizacién. Se modifica un poco el sentido de las ecuaciones de Dirac como
consecuencia de ésto, y no hay razén para hablar de estados negativos de en-
ergia; ni la hay para asumir la existencia de ”antiparticulas” para otros tipos
de particulas, correspondientes a los ”agujeros” de energia negativa.

Teoria simétrica del electron y del positréon

La interpretacion de los llamados estados negativos de energia propuestos por
Dirac, lleva como es bien sabido, a una descripciéon substancialmente simétrica
de los electrones y positrones. La simetria substancial del formalismo consiste
precisemente en el hecho de que hasta este punto es posible aplicar la teoria
evadiendo la dificultad de convergencia, esto realmente suministra resultados
completamente simétricos. Sin embargo, los artificios sugeridos para prestar
una forma simétrica a la teoria la cual estard en acuerdo con su contenido, no
son completamente satisfactorios, ya sea porque el punto de comienzo es una
posicién asimétrica, o porque la simetria viene como un resultado de proced-
imientos (tal como la cancelacién de constantes infinitas), los cuales se deben
evitar. Por eso hemos probado un nuevo método que lleva mas directamente a
la meta.

En lo que repecta a electrones y positrones, realmente esperariamos sélo un

65



progreso formal, pero esto parece importante a causa de las posibles extensiones
andlogas, que la idea de estados negativos de energia debe quitar eventualmente.
De hecho, veremos que es perfectamente posible construir, de la manera mas
l6gica, una teoria de particulas neutras sin estados negativos de energia.

1. La electrodindmica cuédntica se puede deducir, como se sabe, por medio
de un proceso de cuantizacién de un sistema de ecuaciones, comprendiendo por
un lado, la ecuacién de onda del electrén de Dirac, y por el otro, las ecuaciones
de Maxwell en que las densidades de carga y de corriente se representan por
ecuaciones formadas por medio de la funcién de onda del electrén. La forma
que se da a estas expresiones en realidad agrega algo nuevo a las ecuaciones de
Dirac, y s6lo de esas podemos derivar cualquier asimetria con respecto al signo
de la carga la cual no existe en las ecuaciones de Dirac. Pero como tales expre-
siones resultan automaticamente de la aplicacién de un principio variacional del
cual tanto las ecuaciones de Maxwell como la de Dirac son deducidas, nuestro
problema serd entonces examinar la base de este principio y sustituirlo por uno
méas apropiado.

Se sabe que las cantidades que aparecen en las ecuaciones de Maxwell y de
Dirac son de dos tipos. Por un lado estan los potenciales electromagnéticos, sus-
ceptibles a una interpretacién cldsica segtin el principio de la correspondencia, y
por el otro las ondas de materia, que representa particulas que obedecen la ley
estadistica de Fermi y que tiene significado sélo en la mecanica cuantica. Bajo
estas circunstancias parece ofrecer poca satisfaccion que las ecuaciones y todos
los procesos de cuantizaciéon deban depender de un principio variacional que es
susceptible sélo a una interpretacién clasica. Parece mas natural buscar una
generalizacion de los métodos variacionales tal que las variables que aparecen
en la funcién de Lagrange tengan, como es deseable, su significado final desde el
mismo inicio, y representen cantidades que no son necesariamente conmutables.
Esto es precisamente lo que haremos. Es de especial importancia para los cam-
pos que obedecen la estadistica de Fermi aunque, hasta donde le concierne al
campo electromagnético, consideraciones de simplicidad nos llevarian a asumir
que esto no agrega nada a los antiguos métodos. De cualquier modo, no em-
prenderemos el estudio sistematico de la posibilidad logica ofrecida por el nuevo
punto de vista que adoptamos, pero nos limitaremos a describir un proceso
de cuantizacién de las ondas de materia que sélo tienen importancia real en
aplicacién. Se presenta como una generalizacién natural del método de Jordan-
Wigner [1] y nos habilita no sélo para darle una forma simétrica a la teorfa de
electrones y positrones sino también para construir substancialmente una nueva
teorfa para las particulas sin carga eléctrica (neutrones e hipotéticos neutri-
nos). Como no es posible ain afianzar una decisién empirica sobre los relativos
méritos de esta nueva teoria y que es meramente la extension de las ecuaciones
de Dirac a las particulas neutras, daremos en mente que lo anterior introduce un
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nimero mas pequeno de entidades hipotéticas en este campo comparativamente
inexplorado.

Sale al lector la extensién obvia de la férmula segin los sistemas continuos
con que iniciamos abajo, ponemos adelante, para mayor claridad, el método de
cuantizacion con referencia a los sistemas discretos. Esto, permite ser un sistema
fisico descrito por variables reales (matrices simétricas hermitianas) qi, g2, ---, ¢n -
Definimos un Lagrangiano

L= iZ(Amqr qs +BTSQT(]S) (Al)

T8

y tomamos

5/Ldt =0 (A.2)

En estas férmulas A,s y B,s, son nimeros ordinarios, reales, el primero es
constante mientras el segundo puede depender del tiempo.
Ellas satisfacen la relacion:

Ars = As’r 5 Brs = _Bsr (A3)

donde, ademds, det ||A,s|| # 0.

Si las q fueran variables conmutables, el principio variacional (A.2) no tendria
significado dado que desapareceria. Para variables no conmutables la ecuaciéon
(A.2) implica la auto cancelacién en cada momento de la matriz hermitiana

iy 0ar (D AraGs + Brats | =D (Arads + Brags) 0g, | =0

S

no importa como las variaciones d¢, son escogidas. Esto es posible sélo si las
expresiones

Z (AT'S st J’_B'I’SqS)

S

son multiplos de la matriz unidad, para que con cualquier adjunto satisfacto-
rio al principio variacional (A.2) (en consecuencia de esto se impone la auto
cancelacién de la suma de los términos diagonales! en estas expresiones) las
siguientes pueden ser consideradas como ecuaciones de movimiento:

S (Arsis + Brogs) =0 r=1,2,...n (A.4)

S

Ahora queremos mostrar que estas ecuaciones pueden ser derivadas de:

ILa aplicacién fisica que se explica un poco més alld sugiere una restriccién més rigurosa
que en cada combinacién lineal de g, y ¢r con cada autovalor una alternativa igual y opuesta
debe presentar la misma.
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211

.r: — rH -H r
q 5 qr)
con el Hamiltoniano
H= fiZqurqs (A.5)

la forma exacta, la cual serd confirmada con mayor totalidad abajo, si las real-
izaciones satisfactorias de ”anticonmutabilidad ” son establecidas para las vari-
ables ¢,. Sustituyendo en la ecuacién (A.4) las ultimas dos relaciones, entonces
hallamos

27
D Brats = 7= D AreBim(4s@im — Gims) =

s,l,m

21
= ? Z ArsBim [(QSQZ + QZQS) dm — qi (QSQm + QmQS)] =

s,l,m

+

J

(A.6)

l,m

y es suficiente poner

ZATS (QSQl + quS)

ZATS (qsql + quS)

> Avs (@ + qugs) =

S

6,
47 !

para satisfacer la ecuacién (A.4). Denotando la matriz inversa de ||A,s| por
|A7t| 1a ecuacién (A.6) puede ser escrita

h
qrqs + qsqr = EArsl (A6/)

En el caso especial donde A se reduce a la forma diagonal
A?'s - a7'67's

nosotros tenemos entonces:

qrQqs + qsqr = (A?)

rs
4dra,

Ahora pasamos a la aplicacion de este sistema a las ecuaciones de Dirac.

2. Para las ecuaciones de Dirac sin campos externos
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Tt (ap) + fme| =0 (A.8)

se sabe que se puede eliminar la unidad imaginaria (y en un modo relativisticamente
invariante) por un cambio satisfactorio de los operadores o y 3. Referimos esto
precisamente a un sistema de coordenadas intrinsecas que son tales que hacen
las ecuaciones (A.8) reales, con la advertencia expresa que las férmulas a las
cuales llegamos no son validas sin una adaptacion satisfactoria a coordenadas
generales. Indicando, como es costumbre, dos series independientes de las tres
matrices de Pauli o, oy, 0, ¥ p1, p2, p3 nosotros ponemos

Oy = P10y Oy = p3 o, = p1o; B =—pioy (A.9)

y dividiendo esto por —s% y poniendo ' = —if3, u = % tenemos las ecua-

. 27mi
clones reales:

c ot

Asi las ecuaciones (A.8) se separan en dos grupos distintos uno de los cuales
actla en la parte real y el otro en la parte imaginaria de ¥. Poniendo ¥ = U+iV
y considerando las ecuaciones reales (A.8’) que en extensién actian sobre U,
entonces

[1 9 v+ 5/4 T =0 (A8)

[igt (V) + 5'4 U=0 (A.10)

Estas ecuaciones solas?, i.e., sin considerar las ecuaciones idénticas que fijan
los valores de V', se devuelve al principio variacional previamente establecido
y sujeto al proceso de cuantizaciéon ya descrito, mientras que nada puede ser
hecho con los métodos elementales.

Como un principio variacional por el que dedujimos las ecuaciones (A.1O)
nos permitimos asumir lo siguiente:

he 10
0 [ i=U" |- —(a,V "w| Udgdt =0 All
[z |55~ %)+ 5] v (A1)
Es fécil darse cuenta que las condiciones (A.3) en su extensién natural a los
sistemas continuos se verifican. En base de las ecuaciones (A.7) las realizaciones
de anticonmutabilidad son atendidas

2E] comportamiento de los valores de U por reflexién a un punto en espacio se define
convenientemente por presién en mente que para otras razones también, un cambio simultdneo
del signo de U, no tienen significado fisico. En nuestro esquema U’(q) = RU(—q) con R =
ip1oy y de aqui R? = —1. Similarmente, si el eje de tiempo se invierte, entonces U'(q,t) =
ip2U(q, —1).
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Ui@)Un(d') + Un(d)Uila) = 36 (4 — 4 (A.12)

mientras que por la ecuacién (A.5) la energia llega a ser

H= /U* [—c(a, p) — Bmc?] Udg (A.13)

La invariancia relativista de las ecuaciones (A.12) y (A.13) no requiere de-
mostracién especial, porque después de completar estas ecuaciones por los analogos
que refieren a V no sélo con las relaciones de anticonmutabilidad entre el U y el
V: U.(q)Vs(g/) + Vi(g)U,(q) = 0, llegamos simplemente al esquema de Jordan-
Wigner aplicado a las ecuaciones de Dirac sin campos externos. Pero debe
ser notado que la parte de este formalismo que refiere a U (o a V) puede ser
considerado por él mismo como una descripcién tedrica de algunos sistemas ma-
teriales, en conformidad con los métodos generales de la mecanica cuantica. El
hecho que este formalismo restringido no sea satisfactorio para la descripcion
de electrones positivos y negativos podrian bien ser debidos a la presencia de la
carga eléctrica y no nos previenen de declarar que en el presente estado de nue-
stro conocimiento, las ecuaciones (A.12) y (A.13) constituyen la representacién
tedrica mas simple de un sistema de particulas neutras. La ventaja de usar
este método por la interpretacién elemental de las ecuaciones de Dirac es (como
veremos en breve) que no hay razén para asumir la existencia de antineutrones
o antineutrinos. Esto estd, en verdad, usado en la teoria de emisién positiva
[2] pero esta teoria, obviamente, puede ser modificada para que la emisién 3, ya
sea negativa o positiva, siempre esté acompanada por la emisién de un neutrino.

A causa del interés conferido por la hipdtesis precedente en las ecuaciones
(A.12) y (A.13), creemos que serd 1til examinar su significado estrechamente.
Por eso desarrollamos U con respecto al sistema de funciones periddicas dentro
de un cubo de lado L

1 i
fy(a) = mew o) (A.14)

Y= ('Yaca’)/ya”)/z); Yz = %a Yy = %7 Yz = %
ni, N2, N3 = 0, :l:l, :|:2,

poniendo
Ur(q) =Y ar(3)f+(q) (A.15)

y como U es real , se sigue que:

ar(y) =@ (=) (A.16)

en el caso general, poniendo v # 0, se sigue de las ecuaciones (A.12) que:
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ar(7)as(v) +as(y)ar(v) = %67“8
ar(y)as(y) +as(y)ar(v) =0 (A.17)
@, (7)as(y) +as(y)ar(y) =0

Todas estas cantidades también anticonmutan con los valores a(v') y a(v’)
para 7/ diferentes tanto de v como de —~.
Se obtiene la energfa de la ecuacién (A.13):

H= Z Z —he (v, a"%) —me*B"%] @, (v)as (v) (A.18)

v rs=1

El momento adquirido segin x corresponde, como de costumbre, sin el factor
hi/2m al desplazamiento unitario en esa direccién

M, /U pUdg = ZZh'yzar ak(7y) (A.19)
v r=1

y similarmente para M, y M,. Por cada valor de v en (A.18) hay una forma Her-
mitiana que, como es sabido, tiene dos eigenvalores positivos y dos eigenvalores
negativos, todos iguales en valor absoluto a

c /m202+h272

Por eso, en lugar de la ecuacién (A.18) podriamos poner

H= Zc\/mf 7) + b2()ba(v) = bs(1)bs(7) — ba(7)ba(7)]

(A.18)
donde b, son combinaciones lineales apropiadas de a, obtenidas por transfor-
macién unitaria. También, de (A.16) se encuentra que b,.(7y) se puede expresar
por medio de b,.(—7).

Del hecho que la forma Hermitiana que aparece en (A.18) para un valor dado
de v es inalterado en virtud de (A.16) y (A.17) cuando v se cambia por -7, se
sigue, teniendo en cuenta la ecuacién (A. 17), que podriamos poner

bs(y) = b1 (=) ba(7y) = ba(—7) (A.20)

Por simplicidad introduzcamos las nuevas variables

Bi(y) = V2b1(7) Bs(v) = V2bs(v) (A.21)

por lo que obtenemos:
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H= Zcx/m%Z + h2~2 Z {n,.(’y) - ;] (A.22)
5 r=1

M, - Zh%ﬁi e - 5 (a.23)

donde 0
ne() = B Be) = |
y también: o .
By (7)Bs(7') + Bs(v)Br(7) = 5101

B, (7)Bs(Y') + Bs(7')B,(7) = 0 (A24)
ET(V)ES ('Y/) + Es (7/)§r (v)=0

como se obtendria formalmente para los coeficientes de desarrollo de una onda
de materia bicomponente segin el esquema de Jordan-Wigner.

Estas férmulas son completamente andlogas, excepto para la estadistica
diferente, a las que son obtenidas por la cuantizacion de las ecuaciones de
Maxwell. En lugar del cuanto de luz hay particulas con una masa en reposo
finita y éstos tienen dos posibilidades de polarizacién. Aqui también, como en el
caso de la radiacién, los valores de la energia y del momentum en el punto cero
estan presentes, s6lo que su signo es opuesto en clara relacién con las diferentes
estadisticas. De cualquier modo, no introducen una dificultad especifica y en
el estado presente de la teoria deben ser considerados como simples constantes
aditivas de ninguna importancia.

La descripcién por medio de eigenfunciones de estas particulas, también
como del cuanto de luz, no es un conveniente, pero en nuestro caso la existencia
de una masa en reposo nos habilita a considerar las aproximaciones no relativis-
tas en las que, por supuesto, todas las ideas de la mecéanica cudntica elemental
son validas. Esta aproximacion puede ser de interés préactico, sobre todo en el
caso de las particulas pesadas (neutrones).

Los medios més simples de transiciéon a las configuraciones espaciales con-
sisten en asociar, con un oscilador arménico simple, la onda plana

L;/Q 62”(7"7)50@ (r=1,2)
correspondiente al mismo valor para la cantidad de movimiento y con dos posi-
bilidades de polarizacién para tener en cuenta la multiplicidad de los osciladores.
Podemos ir mas alla y representamos, con la eigenfuncién compleja bivaluada
® = (¢1,¢2), no sélo una particula simple, pero un sistema que no contiene
un ndmero indeterminado segun el método de Jordan-Wigner. Sera suficiente
poner entonces
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1 T
B1(0) =3 7V B)
Y

(A.25)

1 T
Dy(q) = ng (9 By ()
B!

En la aproximacién no relativista

(r1<)

las constantes b,(y) que aparecen en (A.18’) son combinaciones lineales de
ar(7y) con coeficientes que son independientes de . Estos coeficientes depen-

den sélo de los elementos de 3y en virtud de (A.9) podemos poner

con lo que se satisfacen las ecuaciones (A.20) a causa de las ecuaciones (A.16).
De (A.15) y (A.25) entonces se sigue, por la aproximacién no relativista que

®4(q) = Us(q) — iUz(q)
®2(q) = Ua(q) +iUi(q)

Permitdmonos notar el hecho, el cual es de interés puramente formal, que
® = (¢1,¢2) coincide, excepto por el factor /2, con el par de componentes
grandes de las eigenfunciones pertenecientes a las ecuaciones (A.10), interpre-
tada en la manera usual, que estd sin restriccion de realidad. Para demostrar
esto es suficiente verificar el hecho que la transformacion

(A.26)

1-— P20
U=""=YQ
V2
nos habilita a pasar de la representacién de la ecuacién (A.9) a la representacién
de costumbre de Dirac (a = py0; B = p3) lo cual da

Uy = Lq)l U, = L(I’Q
V2 V2

En esta representacion, verdaderamente, U3 y W, son las componentes grandes.
Esta proximidad, mientras expresa la ley de transformaciones de ® con respecto
a las rotaciones en el espacio, deja de ser importante con respecto a las trans-
formaciones generales de Lorentz.

La existencia de férmulas simples como (A.26), puede dar que la expansién
de la onda plana es innecesaria, por lo menos hasta una cierta aproximacién. A
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decir verdad, en realidad, este pasaje es siempre necesario conceptualmente para
obtener cancelacién de los valores del punto cero. Verdaderamente, después de
esta cancelacion la expresion por la energia, en primer aproximacién, es

- 1

y esto difiere esencialmente de la ecuacién (A.13).

3. Como ya hemos dicho, la representacién de la ecuacién (A.12) es insu-
ficiente para la descripcién de las particulas cargadas; pero la suma de una
segunda serie de cuatro valores reales V., andlogos a los valores U, nos ha-
bilita para volver a la electrodindmica convencional en una forma simétrica con
respecto al electron y al positron. Nos permitimos ahora considerar dos se-
ries de valores reales representando, respectivamente, las particulas materiales
y el campo electromagnético. Las cantidades del primer tipo son interpretadas
segin la representacién puesta en la Parte 1, mientras que los de la segunda
serie, i.e., los potenciales electromagnéticos ¢ y A = (A,, Ay, A.), pueden ser
entendidos como cantidades clasicas que han sido cuantizadas segun el principio
de Heisenberg basado en el principio de correspondencia. La combinacién de las
ecuaciones de Maxwell y de Dirac pueden ser obtenidas (con restriccién indicada
con respecto a la segunda serie de cantidades) por un principio variacional

) / Ldqdt

donde L se obtiene como la suma de tres términos

L:L/+L//+LIN

el primero de estos estd relacionado a la onda material

e [ [1 9 / |19 /
L =g U P (o, grad) + p'p|U+V e (o, grad) + 5'p| V
(A.28)

y el segundo de estos se refiere al campo de radiacién, que asumimos estar
cuantizado segin el método de Fermi [3].

1

Ll/ [
8w

C 87 \c

1 /1 2
(E? — H?) ( o+ divA) (A.29)
Es asi necesario imponer la condicion adicional

1.
Zd+ divA =0 (A.30)
C
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La expresién (A.29) difiere en realidad de la que originalmente usé Fermi,
pero solo por términos que pueden ser integrados. Esto lleva a una definiciéon
del momentum Py conjugado a ¢, para permitir la eliminacién inmediata de
una de las dos ondas longitudinales sin pasar por el desarrollo de acuerdo a la
onda plana; en esta conexién no importa que el segundo término en la ecuacion
(A.29) para L” es multiplicado por una constante arbitraria diferente de cero.

En cuanto al término L'’ se escoge éste de tal manera que ¥ = U + iV
satisface las ecuaciones de Dirac (A.8) completada por la introduccién del campo
externo, i.e., las ecuaciones:

W e e
[ + -0+ (a,p+ 7A) +ﬂmc] U=0
c ¢ c
En la préctica, esto hace necesario poner
L" =ieU* [+ (a, A)|V —ieV* [¢p + (o, A)| U (A.31)

De la variacion de los potenciales electromagnéticos entonces deducimos las
expresiones siguientes por la densidad de carga y corriente
p=—ie(U*V = V*U) = —LLLY
o (A.32)

I =ie(U*aV -V aU) = etetotal

Esta expresiéon difiere de la usual sélo por ”constantes infinitas”. La can-
celacion de estas constantes infinitas es requerida por la simetria de la teoria,
que ya estd implicita en la forma escogida del principio variacional. De hecho,
el cambio de U, y V,., que son simétricamente contenidas en L', es exactamente
equivalente a un cambio de signo en la carga eléctrica.

Los valores U y V obedecen todas las ecuaciones de anticonmutabilidad

UA@Us(d) + V(U () = 5800 — ¢

Vo @Vald) + Vald)Vala) = 3(a — )b
Ur(q)Vs(q') + Vs(d)Ur(q) =0

equivalente al sistema convencional de Jordan-Wigner, cuando hacemos ¥ = U+
iV. Los potenciales electromagnéticos ¢, A, A,, A, y su momento conjugado
en cambio satisfacen todas las relaciones ordinarias de conmutabilidad, i.e.,

_ M

P / _ /P — _ /
0(¢)o(q") — #(q") Po(q) 2m5(q q)
de donde
Py=—7= (2 ¢+ divA
0 4me (c ) (A33)
P, =—-LE, P,=-1E, , P.=-F,
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La energia estd hecha de tres partes: H = H'+ H"” + H'”. El primer término
H' es deducido de L' segiin la regla ya fija. El segundo es obtenido de acuerdo
a la ley clésica

H' = / [PO b+ (P, A) - L”} dg

poniendo P = (P, P,,P,). En cuanto al término H" se puede deducir éste
de L siguiendo cualquiera de los métodos (en nuestro caso H"” = — [ L""dq)
y asi debe ser verdadero que L”’ es una funcién del producto de los campos
material y electromagnético. Por otro lado, esto prueba que la posicién (A.5) es
necesaria. La ecuacién de continuidad (A.30) siempre es vélida cuando al mismo
tiempo se satisface totalmente por la ecuacion de divergencia divE = 4mwp. Para
(A.33) se sigue que la cinematica definida por la realizacién de cambio se debe
ser reducido por medio de la ecuacién

Po(q) =0

A.34
divP+1p=0 (A3

y de aqui por la determinacion de dos cantidades del campo y la indeterminacién
consecuente del conjugado. La primera de las ecuaciones (A.34) trae entonces
la eliminacion de Py y de ¢ de la expresién para H. Esta eliminacién se obtiene
facilmente por hacer uso de la ecuacién (A.33) y por eso junto con la férmula

H= / {\I/ [—c(a,p) — Bmc®] U — (A, T) + 2mcP? + 8% |rotA|2} g (A.35)

Acerca de la pregunta de invariancia relativista, observariamos que las ex-
presiones ¥ = U + iV satisfacen las ecuaciones de Dirac, mientras que las
ecuaciones de Maxwell todavia son validas con expresiones de la densidad de
carga y la densidad de corriente, la cual obedece la ley de transformacién rela-
tivista. A causa de estos dos hechos la demostracién completa de la invariancia
de la teoria ya es evidente de los resultados de Heisenberg y de Pauli [4]. Ahora
nos permitimos continuar en la interpretacién del formalismo.

4. Desarrollando el valor para U y anadlogamente el de V', segin el sistema
de funciones periddicas ya consideradas, hallamos, como una extensién obvia de
la ecuacién (A.22), después de la cancelacién de los valores del punto cero

0 =Y e /w2 127 Y [Br)B o) + BIBL)]  (A36)
Y r=1

donde B, y B!, respectivamente, se refieren a los coeficientes del desarrollo de
Uy V;los B, y Bl y sus conjugados obedecen todas las relaciones ordinarias
de anticonmutacién. Introduciendo, por cada valor de -, cuatro funciones satis-
factorias del spin &(7) (s = 1,2,3,4) con cuatro valores complejos y formando
un sistema unitario, pondriamos
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U= %Z {Bi()&(7) + B2(7)&(7) + Bi(=1)&(7) + Ba(—7)€4(7) } f+(9)

(A.37)
V= \;5; {Bi (&) + By(M& () + Bi(—1)&(y) + @(*7)54@)} f+(q)

donde las relaciones

(A.38)
se satisfacen también.

De la expresion (A.32) para la densidad eléctrica se sigue, para la carga total,
que

Q=-5 [ @V -V @UQ)d -
. 2
= _%ZZ [B-(v)B.(v) + Br(v)B.(v) = B.(7)B,(7) — B.(7)Br(7)]
T (A.39)
o = B +iB, 3;534 OPos = B, —iB, \_/;Bi (A.40)

Las expresiones (A.36) y (A.39) para la energfa y la carga puede ser escrita en
la forma

2
H =Y ey/m?E 1122y (c?lcsl + WCfOS) (A.A41)
v r=1

2
Q=ey > [— (Cﬁlel —~ ;) + CP®Cres — ﬂ =

v r=1

_ e;Z -

r=1

cecel + 02?0503?05} (A.42)

La eliminacién del ”valor del punto cero de la electricidad” asi pasa au-
tomaticamente, proveyendo, por supuesto, que se lleva a cabo la suma interior
primero. Las ecuaciones (A.41) y (A.42) juntas representan osciladores equiva-
lentes a un sistema doble de particulas que obedecen la estadistica de Fermi con
la masa en reposo m y carga =e; las variables C?°® se refieren a los positrones
y C¢ a los electrones.
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La eliminacién del campo longitudinal eléctrico por medio de la segunda de
las ecuaciones (A.34) levanta una dificultad en una teorfa simétrica debiéndose a
la imposibilidad de poner p, que se obtiene, segin (A.32), en la forma diagonal.
El resultado de la eliminacién es bien sabido (aunque algo ilusorio, debido a la
dificultad de convergencia) en electrodindmica ordinaria donde p = —e\TJ\II; pero
se sabe éste también si comenzamos de p = e¥* ¥, cuando la tltima posicién es
totalmente equivalente a invertir las funciones del electron y del positréon, con-
siderando la tltima como una particula real y el electréon como una ausencia de
un positrén. Parece razonable asumir que esos elementos de matriz, que darian
por resultado en la misma forma en las teorias opuestas, debe ser mantenido
en la teoria simétrica. Permita que asumimos, por eso, que hemos actuado asi
para eliminar la parte irrotacional de A y P.

La expresién (A.35) para H serd modificada en dos modos: en primer lugar
por indicar que A y P en esta expresién representan sélo la parte de estos
vectores que se privan de divergencia; en segundo lugar por agregar un término
que representa el energia electrostatica. Este término tiene una forma diferente
en la teorfa convencional (electrones - ausencia de electrones) y en una opuesta
a ella. En la primera la interaccién de cada particula con ella misma se ha
retenido

e’ ~ =
o= 5 | [ = ¥ @@ (e daad

y en la segunda
e? 1 %/ A\ %0 INT ’
Has = 5 T—a q,|\11 (0)¥(q)¥"(¢")¥(q')dgdg

Por medio de (A.37) y (A.40) la energia electrostética puede ser expresada
como una funcién de C. Los tnicos términos que han recibido aplicacién fisica,
sin embargo, son idénticos en ambas teorias. Estos son los que, del punto de
vista corpuscular, pueden ser interpretados como repulsiones o atracciones entre
particulas diferentes del mismo o de diferente tipo.

Finalmente, con respecto a la interacciéon con el campo de radiacion, la
unica diferencia entre las teorfas simétricas y convencionales tiene que hacer
con la cancelacion de las constantes de los resultantes indeterminados, relativos
a los osciladores armonicos simples, en la expresion de densidad presente. Aqui
también, las féormulas aplicables que son de interés quedan inalteradas.
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